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Zur Theorie der linearen Diflerentialgleichungen. 
(Fortsetzung; siehe Bd. 75 dieses Journals 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


I. der im B. 78 dieses Journals erschienenen Abhandlung des Verfassers 
sind im Anschlusse an die in den Ban. 74 bis 76 enthaltenen Abhandlungen 
desselben, solehe homogenen linearen Differentialgleichungen mit rationalen 
(‘oeffieienten untersucht worden, welehe die dureh Reihenentwiekelungen an- 
eebbaren vollständigen Integrale einer besonderen Klasse angehörender 
homogener linearer Differentialgleichungen von niedrigerern Ordnungen mit 
rationalen Üoeffieienten enthalten, wenn letztere Differentialgleichungen 
im Findliehen keine anderen sinzulären Punkte, als solehe, die in den 
ursprünglichen Differentialgleiehungen vorkommen, besitzen. Die nach- 
stehende Abhandlung beschäftigt sich mit ähnlichen Untersuchungen für den 
allgemeineren Fall, dass die Differentialgleiehungen niedrigerer Ordnungen 
irgend welche singulären Punkte enthalten. Diejenigen singulären Punkte 
der letzteren, welche den ursprünglichen Differentialgleichungen fehlen, sind 
dann für jene „‚ausserwesentlich singuläre“ (vgl. die Abh. des Herrn Fuchs, 
Bd. 68 dieses Journals, pag. 378) d. h. singuläre Punkte, bei welchen die 
linearunabhängigen Integrale einwerthig und endlich sind. 


1. 
Die Ditferentialgleichung 
dy d“\y j 
5) +9 -t..tn9.u=F .(uxz=0 
dem Pi gm "PuY m\Ys D, 
mit rationalen Coeffieienten besitze im Endlichen die z 2 — 1) singulären 


Punkte a, bis a,. Ausserdem sei der Punkt 2= x, also nach Substitution 
von 2=f' in Differentialgleichung (1.) der Punkt t=0 singulär. Der 
charakteristische Index bei allen singulären Punkten sei gleich 1 (vgl. Abh. 
Bd. 78, No. 1). Es werde untersucht, unter welchen Bedingungen der Diffe- 
rentialgleichung (1.) die Integrale einer Differentialgleichung (m —1)!e" Ordnung 


die. | ı) = P i » _—— 
rpı dr & F sh +pÜL,y — Au Y, 7 ) -— () 


mit rationalen Coefficienten und nur regulären Integralen genügen. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 1. 1 








re 
l 


a > aan u EEE N a Muss EN } ENT OR 
ıome, zur Theorie der hinearen Ihfferentialgleichungen. 


Is kann nur eine solche Differentialgleichung (2) geben, da 1.) 
bei einem singulären Punkte nieht mehr als m — 1 linearunabhängige reomläre 
Integrale haben kann und m-—-1 Iinearunabhängige Integrale nur einer ho 


mogenen linearen Differentialgleichung im 1er Ordnung gentigen. Besitzt 


die Ditterentialgleiehung 2.) im Eindlicehen A (A > 0) singnläre Punkte, die 
nicht in Differentialgleichung \1.) vorkommen, und sind, wenn A = 0, diese 


die Punkte 1’ Fer bis d,yis und wird ( ar Bl) — il, Ye) ve 


setzt, so hat (2.) die Form 


“ı\ d £ 'y N U (®) d Y j V, (") d j 'y V ’ ı(®) 
“>, ’ & ! -P et | ... ) ‚u ( 
d.ır Fir dr” (ir \ de” (9 (@)) P 
wo w,.@) eine ganze rationale Funetion ist, deren Grad alx-+A—1) ist. 


L. 


soll, so muss (Abh. Bd. 78, No, I und 2) die Differentialgleiehung Fig.) 0 


\Wenn nun die Differentialgleichung \1.) die Integrale von (2.) enthalten 


sich ersetzen lassen durch das System 
(F (ya) 8 


%).- dh 
(= as _ nl). \ N 
| dır 9 s fi Ss. 0 


oder, was auf dasselbe hinauskommt, es muss das Gleichungssystem 
u 
BD) As t+nte pe, QGel..m), el p=0 
bestehen. Besteht dieses Gleichungssvstem, so wird Differentialgleichung 
1.) dureh das aus der Gleichung (5.) bestimmte Svstem (4.) ersetzt. 
Der Coettietent p}'' hat die Form 


v0. pi’ ER... 
i u d, 
Nun muss nach Abh. Bd. 78, Ne. I 
2 \ P; n } ‘ a \ 
y’ a, 5 1a) n- (ame 1...8 


sein. Die Grössen a, (a=x+1,..x2+4) werden aber auf folgende Weise bestimmt. 

Hat man eine Differentialgleichung von der Form (1.), deren 
Uvetfieienten in der Umgebung eines Punktes 7 = a, abgesehen von diesem 
Punkte, einwerthig und stetig sind, und nicht alle in diesem Punkte endlich 
bleiben, und ist dieser Punkt ein ausserwesentlich singulärer, so hat die 
Differentialgleichung den charakteristischen Index gleich Null und es muss 


(Ppıix—a)), „ eine negative ganze Zahl sein, wie Herr Fuchs gezeigt hat 


(Bd. 68 dieses Journals p. 380). 
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/ ] . 


Man erkennt dieses einfach dureh nachstehende Betrachtunsen 
Rei einem nicht sinenlären Punkte # = a kann man die m linen 


unabhängigen Integrale unter der Form 


mn'm 


(8,) vv =0. M ofr dr, Y o fa. n fı dır 


herstellen, so dass e, die Form Ne,lr- a) hat, wo e, von Null versehieden: 


u 
und umgekehrt gehören «die Integrale (8.), wo », die angegebene Form hat, 


jieı einem solchen Punkte kann man 


zu einem nieht singulären Punkte. | 
daher aus (8) ein System Iinearunabhängiger Integrale unter der Worm 


(9) Y, (2- a)" 'p,(a). am 1...M) 


herleiten, wo g,(@) nur Potenzen von 2. a mit positiven Eixponenten ent 
hält, y,(a) von Null versehleden ist; und umgekehrt gehört dieses System 
zu einem nicht singulären Punkte. 

Bei einem ausserwesentliech singulären Punkte nehme man aus irgend 
einem Svstem von m linearunabhängigen einwerthigen und endlichen In 


togralen dasjenige Integral als »,, bei welehem der Exponent der Anfangspotenz 
nicht höher ist, als in einem anderen Integrale. Nachdem 4 nfada re 


setzt ist, nehme man aus der Reihe der m —1 Iimearunabhäneiren einwer 
thigen und stetigen Grössen 3, diejenige welche dieselbe Kigenschaft hat. 
als ®,. Bringt man, in dieser Weise fortfahrend, die Interrale auf die 
Form ı\1.), so werden die Grössen ©» einwerthie und endlich. Dann kann 


man aus dieser Form ein Svstem von Integralen herleiten 
(U) u z—a)gy,(®), aml,... m). 


in welehem g,(@) nur Potenzen von (za) mit positiven Exponenten em 
hält, y,(a) von Null verschieden ist und die KExponenten # von einander 
verschiedene Werthe aus der Reihe der positiven ganzen Zahlen inel. Null, 
haben, welehe nieht mit den Zahlen 0 bis m —1 zusammenfallen. Und um 
gekehrt: Die Integrale, welche die in (10.) angegebene Beschaffenheit haben, 
und sich demnach nieht dureh ein System der Form (9.) ersetzen lassen, ge- 
hören zu einem ausserwesentlich singulären Punkte. Die Exponenten z, 


sind die m Wurzeln der Gleichung: 


(11.) rir—1)..(r—m+1)+Hp(a-a)), „r(r—1)..(r—m+2)+-+(p,(2-a)"), „=. 


(Vgl. die Abh. des Herrn Fuchs, Bd. 68 dieses Journals p. 380 ete. 
Es ist nun 





‘2 da ma Asah „ ar > , Kan an 
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m l 
' ' : (mie) 
Da BLIT 
mm { 
0+14 m | = 
so muss (m ira) eine negative ganze Zahl sein, Ihe übrigen Grössen 
(n,(2=a)*) a2 2,,,m) müssen ganzeahlig sein 
Ber dem Punkte a,a #4 l, 23.4) der Ditterentialeleichung (9, \ 
muss jedes #5° m 1 und die Summe der von einander verschiedenen + muss 
mM \ \ ' ' (m Im e\ . 
= sein, Liiese Summe ist andererseits = (piia—a)), 
Is muss also 
iR, 0 pr’l(a—=e)), m — | nex+l, A) 
sein. In dem Ausdrmeke 
y e Lu zer 
1:3 ) 
sh pr 


ist also jeder Coetfieient @, eine negative sanze Zahl, daher 


14) Ma-a)t= »(e) 


eine ganze rationale Funetion, 


Setzt man nun in Gleichung \6.) 2 = ', so entsteht: 

lo, pt nn 

Hieraus ergiebt sich, wenn die Grösse 
10, BT ss 


gesetzt wird, dass entweder x.) gleich Null sein muss, wenn A=0 ist, 
oder dass 


x Iv “ 4 


17. Y\d 2 it 2 aa 
sein muss, wenn A > U ist. Es muss daher, wenn Gleichung (7.) berück- 
sichtigt und wenn die Grüsse 
|  ’p, \ IN 
IS. > : x —a, u \ 1 
\n ” ; ia \ i T 


gesetzt wird, r entweder Null oder eine positive ganze Zahl, nämlich 


< 


“ 


— I e,, der Grad der ganzen rationalen Function (14.) werden. 





wird, da der charakteristische Index 


al] ai dıe 
PL (m ' 

f" 

‚Pu! 1 \ d Fr 


Thume, zur Thenrie der linearen Phfferenhalgleichungen 
u. mid \ 
Ihe (irönee ( ) m (IM) 
f 
in Ihflerentialgleichung \ı 1.) für a ',t-V gleich I sein 
selbe Weise bestimmt, wie die Girönsen oe, (a | 
in werde 
IH ER de Bet 
genrint, Wu 
’ 4 nur mim | (m tl (m Iıım 
\F u, 4 ' R. ' ; 
A A | | u 
\ 4 
mM ım=uJd4hl)im- 2) m u) ' 
Bere geht mi 
int, une eniapro« henid 
21 u I te u 
. 14 d "y i j 
und es werde der Coellisient von in #, dureh p,, in 


‘ 


hereichnet Awischen den Coeffieienten p, und pl 


dieses Jom nals No | las (leichungasvetem 
dp‘) 
ri) ir, " it) ( 1) ) (1) 
nz : pP, 4 m. MM re m p 
dl 
\ ). m | y' ar; ) 
wo — ls muss demnach 
! 


da der charakteristische Index der Coeffieienten p, gleich | 


tetenten Ne re 


ch 0 ist, 
.. Ip, 
2 (pi), | | 
y ‘ 
sein. 58 ıst nın einerseits nach (21. 
(l} l 
.) fi r Pr I 
(24. Une (m—1)(m-—2) —( 


andererseits, da der eharakteristische 


nach (20. 
Ar Ip. WE 
(25 P}) (m—-1)(m—-2)—(-! 
p, ev ip (17') / 
daher 
pda! )N ’p,(t) 
| 2, (2 i ) ( P, 
{ IV tp,(t 
Es ist also zum Bestehen der Differentialgleichung 2.) nothwendig. 


heuteht 


" , dureh pi’ 
Ahbh 


Bl, 9 


entsprechend (leichunge (5 


(verl, Gleichung /% 


der der ('oef 


Index der Coefficienten p, gleich 1. 


dass 
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y 
dıe Grosse 


‘ N e > P, 
at. > .(d—- \) 
| (Sa-e)) 


_. “ 


Null oder eme positire ganse Zahl ser 
Im ersteren Kalle kann Ditferentialgleichung 2.) keine anderen an 


eulären Punkte als ( 1.) ım Eindlichen besitzen und p\' ist dureh die Glei 


ehungen 6.) für AO und ıd.) gegeben Im Zetsteren Walle ist die positive 
vanze Zahl 7 gleich dem Grade der ganzen tmtionalen Funetion Dia) (lei 
chung (1-4) Diese Funetton wird nun aus Gleichungen (16.) und (17) 


bestimmt. Die Grösse pt EN) in 16.) ist nach Formel (20.) 


\ 


IS. pr’ (7) nn l)m— 2) p 


\ \ \ 
Nun ist der charakteristische Index der Uoeltteienten p, gleich 1, der der 


Coeffieienten p\ ist gleich Null, Es ist daher aus dem Gleichungssystem 


22.) nach den Untersuchungen in der Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2 


(ierchung 11.) die formelle Entwickelung der Coefficienten pi nach Po 


tensen von E eimdeutig bekannt. Man kann demnach in der Entwiekelung 


von pt), die nach (28.) die Form t.Ye 


\ 


’ annimmt, beliebig viele 


„ 
u 


Cveffieienten ermitteln. Aus den Gleichungen (16.) und (17.) (in Verbin 


\ 


dung mit (.)) erhält man dann eindeutig die Summen der gleich hohen 


\ 


Potenzen der Wurzeln der Gleichung Dir) = 0 und man hat 


päA A wi 
.) \ v s 2 . n 
2 Saa. 20,0, er Sau) 
w+hl 2 r wtl „hl 
zu bestimmen. Aus diesen Summen werden nach bekannten Regeln der 


Algebra die Coetfieienten der Gleichung r!"® Grades 


30, N (s-a\"= (le) =(0 
berechnet Ist das ’olynom br) bekannt. so erhält man 
o(D .\ Ze 
31. dlog l (H Rh) U 
dır „+1 8—4, 


Hier ıst (trleiehung \12.)) zuzusehen, ob —e, — m—lla=x-+1,..x-+4) ausfällt. 
fuf diese Weise ist nun 
rd 
32. pi ge 
Tr z—d, 


vollstandig bestimmt. 


Setzt man aber den Werth von p\', der die Form des gleichstelligen 
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Coeffiienten m Differentialgleichung \».) hat, m das (deschungssystem (1. eın, 


I) 


bestimmt aus der ersten Gleichung u.) q\ aus den m - 2 folgenden successiwne 
pi ls Du emdeutiq, so «st sum Bestehen der Differentialgleichung 2.) noth 


wendig und hinreichend, dass die letste der Gleichungen \1,) von selbst erfullt 


se Di Drfferentialgleichung (% yehl alsdann aus | I (ya N fur 
x ( Arreon 
Dass die so beutimmmte Dillerentialeleichung F (ya I mur re 


onläre Integrale enthält, oder dann der charakteristische Index bei jedem 
singulären Punkte gleich Null int, geht aus dem Abl. Bd. 78 dienen Journals 


No. I bei Gleichungen (13.) bis (18.) Genagten hervor und beruht darauf 


dass ber Jedem Punkte im Iindliehen und für a !',t>%0 der charakte 
eistische Index in F(y,@) 0 gleich der Summe derer von F_ ,(y,# Od und 
fı(e,) V ast, und dass, weil pl die Form des gleichstelligen Coeffieienten 


in Differentialeleichung (3.) hat, bei den singeulären Punkten die Differentin! 
eleichuneen Fir, y und is, .w) den charakteristischen Index übe: 
sleichungen F, | Vaundf, V.d | kterintinel Ind 
einstimmend haben, 


Setzt man 


n RAT dloer M 
(0 4, 
j da 
so wird 
/w p’)da /» u)da 
eh, HM € e K. 
Era la) ) 
. 1 } 
.\ pP, u £ | 
wo 4 P) heine Constante oder Pr) ist, jenachdem 1 
N rn (l, ; 
gleich oder grösser als Null ist. Die Bedingung, dass nach Einsetzen de 


Werthes von pl} in das Gleichungssystem (D.), dieses vollständig erfüllt werden 


kann, wird auch dadurch ausgedrückt, dass M der Differentialgleichung 


2. d"M d'pM 
(35. ET 4..+(-1e,.M = 0 
dr” dr" | 
senügt. Man kann also, nachdem man, wenn 7 0), das Polvnom $(z 


berechnet hat, dadurch dass man den Werth (34.) für M in die Differential 
sleichung (35.) einsetzt, die Bedingung für das Bestehen der Differentialrlei- 
ehung (2.) prüfen, ohne dass man die Gleichung $ (x) =0 aufzulösen braucht. 

Dass es immer Differentialgleichungen (1.) giebt, welche die Integrale 
von solchen, wie (2.), enthalten, wird in No. 5 gezeigt werden. Die zum 
Bestehen der Differentialgleichung (2.) als nothwendig gefundene Bedingung. 


- 
« 
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dass die Grösse 7 in Gleiehung (27.) Null oder eine positive wanze Zahl 
sei, ist nicht zugleich auch hinreichend, wie in No. 6 nachgewiesen wer 


den wird. 


“) 


Es werde jetzt die Frage, die in No. I behandelt worden ist, dahin 
abgeandert, dass in Differentialgleichung \1.) der vorigen Nummer der Punkt 
vw singular oder nicht singular sein kann und dass bei diesem Punkte der 
charakteristische Inder gleich Null sein soll. 

Wie in No. I kommt es darauf an, dass die Ditterentialgleichung (1.) 
F,\y.2) 0 sieh dureh das System (4.) in No. I ersetzen lässt. Die Difle 
ventialgleichung (2.) besitze im Eindliehen A\A 0) singuläre Punkte, die 
der Ditferentialgleiehung 1.) fehlen, und diese seien A >V): a,,,bisa,,.. 


Der Coeftieient pl’ hat die Form 


\ “« 
1.\ p\' ‚5 \ R 
| 1 (l, 
Wu 
A \ 
2. a, ®- (2 -a,)) If L..) 
pP, ar 
Ist und 
[B. Ks N ” l,...x-+4) 


eine negative vanze Zahl sein muss. Setzt man in Gleichung (1) vr =, 
so entsteht 


“ Ruf 


4\ meg=!) Rh) 4 
I ) | a,t 


Daraus ergiebt sich, wie in No. 1 Gleichung (18.), dass 


1) IN 
1 fu < p\ (d \ 
). Die —-s)): N 
f \n 3 r a \ ! / 0) 
vteieh Null oder eine positive ganze Zahl sein muss. Im ersteren Falle ist 
k—=0, im zweiten 40 und r gleich dem Grade — Io, der ganzen ra- 
„+l e 
tionalen Funetion 
b. IN(z-a) "= Pir). 
+1 


a (pP) \ 22. ./s 
Um die Grösse ({ 1 ) ‚zu bestimmen, hat man nach No. 1 Gleichung (20.): 


\ 


_ 12 > \ . j 
Ei di N = (m—1)(m—2)— (tpl),_.- 
! 0 \ 


Es ist also (#p!'”),_, zu ermitteln. 
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Man bilde nun bei den Difforentialeleiehungen (1.) und (2) der 
vorigen Nummer für 2107, 10 die algebraisehen Gleichungen, welehe 
die Exponenten der Integrale bestimmen. 

is werde daran erinnert: wenn bei einem Punkte «a «die Differential 
leichung m!" Ordnung mit dem eharakteristischen Index gleich A reguläre 


Integrale (höchstens m —A linenrunabhännize) besitzt und A «derselben aut 


($,) ©. fr Be Zur, ofder fo d.ır 


vebracht sind, wo ®, aM "Q, 7), © 2 a)jı a op, er | Be 


a 


die Form 


die Grössen p nur Potenzen von ra mit positiven Kxponenten enthalten, 
y,a, a l,...%) von Null verschieden ist, dass alsdann die A luxponenten 


r, bis r, 4 Wurzeln der algebraischen Gleichung (m-- hy" Grades 


\rir L)\..ır—(m—h)- PEuGHE x a)) rir \..(r— (mh H2)+«- 


(9.) | 
| (ee 2 —a)"*) () 
\ Pı ) 

sind. (Abh. dieses Journal Bd. 74 No. 6, Bd. 75 No.5). Für den Wall 


h=0 hat Herr Fuchs diese Gleichung die „‚determinirende Fundamentalglei 
chung“ bei dem Punkte z=a genannt. Diese Benennung wird für den 
Fall, dass Ah 20 ist, beibehalten. 

Die determinirende Fundamentalgleichung der Ditferentialgleichung 
F,(y.)=0 für 2=0 ist, da der charakteristische Index = 0: 
(10.) r(r—l)...(r—m+1)+(tp)or(r —1)...(r—m+2)+--+(f"p ), 
die der Differentialgleichung F, ,y,D) =d: 


f %9N\ f I , [m » Ta 1 J 
(11.) r(r—1)...(r—m+2)+(tpi’ )-ur(r—1)...(r—m4+3) +. +(1 p (), 


Es müssen nun die m—1l Wurzeln von (11.) ebensoviele Wurzeln von (10, 


i . nr m(m-—1 a ie 
sein. Die Summe der Wurzeln (10.) ist 5 -(Ep,),.; die Summe der 
- 
. (m—I)(m—?) mn 
Wurzeln von (11.) - ö —(tpi’ )u.- Daher 
(12.) (ip), () _— (tp,), SER m—1 u Fa 


wo r eine Wurzel der Gleichung (10.) ist. Verbindet man mit Gleichung 
(12.) die Gleichungen (5.) und (7.), so ergiebt sich, wenn noch für (tp,), 


J ı 


. ö '9.(87) ; h 
sein Ausdruck m(m —1 (2) „ eingesetzt wird, 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 1. 
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! \ “ 
(18.) r de ) E\ au a,)) ml), 
t u i Pr, ' a 


Wird dieser Ausdruck für r in Gleichung \1V.) eingesetst, so ist nothwendig, 
dass die resultirende Gleichung für ı durch Null oder eine positive ganse Zahl 
erfullt sei. 

Iüs sei ermittelt, ob und welehe ganzen Zahlen dieser Art extistiren, 
Dann ist, wenn 2 °=0, die zu dieser Zahl 7 gehörige wnnze rationale 
Hunetion Dia) (Gleichung (6.)) zu bestimmen. Diese Bestimmung we 


schieht aus Gleichung (1. 


(Pr a)) 


„d 
w \ ia 
) ‚s ir 
bk) p\' vw P “ Sy “ 
i M (dl, „ri MP (d, 


und beruht (vgl. No. I Gleichung (28.)) darauf, dass die formelle Entwieke- 
lung der Coeftieienten pl bei einem singulären Punkte der Differential- 
eleichune F,(y, 2) 0, wo der charakteristische Index I ist, nach Abh. 
lid. 78 dieses Journals No. 2 Gleichung (11.) eindeutig bekannt ist. Es 
werden also in (14) die Grössen entwickelt bei a, = A, wo b einen der 


Werthe 1 bis x hat. Dann ergiebt sich: 


P; (« a,)) 


L w N - vn ‚gummi 1 A * 
19.) pi - - N J | ») \ > X, \ ) i 
\ T ur nl F el?” A)"'') 


Hieraus werden ermittelt: 


wid hd nid 
- ir “x Üx 
( 1b.\ N s y . a - i 
PR (' PR I)’ % — A 1 
wir (a vıl (da ; ı w \ (I, 4 J 


Dadurch werden die Coeffieienten der Gleichung te® Grades 


0 


um ri l “a a 
(17.) ll (s— ) - Y3) 
a— A 


xl 


bekannt und man erhält, wenn man das absolute Glied in %(z) durch B 


bezeichnet : ’ 
A— 2) 1 
dt.SwRer- »(—. )= &(e) 
\ BR z—A \ ‚ 
Alsdann ist 
lloex &(: xt) @ 
(19.) rn - © r) = y . 
dx „11 0—4, 
Die Grösse —e, muss (No. 1 Gleichung (12.)) — m—1 ausfallen. 


Auf diese Weise erhält man eine endliche Anzahl, höchstens m, Aus- 
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drücke, von welchen einer der Werth von p\' sein muss, wenn die Differen- 
thalgleichung \2.) der vorigen Nummer bestehen soll. 

Wird dann (wie in No, I) der Ausdruck von pi in das Gleichungs- 
system (1) der No, IT eingesetst, und werden die Grössen q\" "” und pi 
wel... m- 1) berechnet, so ust nolhwendiy und hinreichend, dass das Gler- 
chungssystem erfüllt ist, Man kann diese Bedingung (wie in No. I anzereben) 
auch dadurch ausdrücken, dass man aus Gleichung (33.) der No. 1 die 
Grösse M berechnet und zusicht, ob sie die Differentinlgleichung (35.) da 
selbst erfüllt 


In der Ditferentialgleichung 


dry de'y 
A) tagt" tpuy = Fly, a) = 0 


mit rationalen Coeffisienten seien die singulären Punkte im Eindlicehen «, 


bis a, (x I), und der charakteristische Index bei diesen und für m, 
! VO sei ein und derselbe h, so dass O-_h m. Zu unlersuchen ist, ob die 


Differentialgleichung \1.) die Integrale einer Differentialgleichung \m ht 
Ordnung 
d" 'y am- 'y 

> \ (%) | (h) ' 

2. ) ... ) 9 2 p) ( 

2) N te tig = Fu ul 2) = 0 
mit rationalen Coefficienten und nur reqularen Integralen enthalt. 

ls kann nur eine solche Differentialgleichung (mh)! Ordnung geben 

(vel. No. 1), und diese muss, wenn sie im Eindlichen 4 (2 ()) singnläre 
Punkte besitzt, die in Diflerentialgleichung (2.) nicht vorkommen, und wenn 
dieselben, falls 4 >0, a,,, bis a,,, sind, folgende Form haben: 


Sn va, wo) try 


wa) arm w..(# 
\%) 2 - 


2 - ... | } 
aa" p(a) da | (p(z)) da": (p(z))"— J 


), 


wo plz) = (2a) —a,)...(2—a,,,), Y,(lx) eine ganze rationale Function, 
deren Grad — az +4—1) ist. 

Soll Differentialgleichung F,,(y,2)=0 die Integrale von F,_,(y,2)=0 
enthalten, so muss nach Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2 F,(y, 2) = 0 er- 
setzt werden durch das System 

\ F.-ı(%; TC) wen 5, 
(4.) d'"s ER d'=!5 a 2 
dx" rg der—i rer sehr) =V. 


> "ee 
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Alsdann besteht zwischen den Üoetfieienten p,. pi} und 9” folgendes 


Gleichungssystem. Es werde der Ausdruck 


Ri s u r(r—1) ds... Mr [4 d3.\ 
>. 3, +r Meet 
| . da a NT Te KT 4 
vesetzt,. so ist das Gleichungssystem dieses: 
en 4 d y 
la v (1 | (4) \ (m—}) 2 | \ 
), | u q\ (a re 
(6. \Fo et da Por), 9 Par“ 
ee, Ep er erteilt, 


‚Vgl. Abh. Bd. 78 dieses Journals Gleichungen (10.) und (11.)). 

Besteht dieses Gleiehungssystem und wird mit den Coefficienten p/” 
und g\""" desselben das System (4.) gebildet, so ersetzt dieses die Diffe- 
rentialgleichune F,(y, 2) =. 

Der Coeftieient pl} hat nun die Form 
1.) pi Ze, 


wo 


(8. ) oa, (ei (2-a,)) ME... 
Pn eg 
ist (Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2 Gleichung (11.)), und, wenn 4 >> 0, 
a,(a=2+l,...2+4) eine negative ganze Zahl (vgl. No. 1), so dass der 
Ausdruck 
”4/ 
(9,) 1 z—a)"—= (Tr) 


eine ganze rationale Funetion ist. Setzt man in (7.) 2=f"", so entsteht 


10.\ Or ze Li "a | 
Pi \ T 1—al 


at 
Wird 
11) -pPie')+F = x(t) 
1. 


gesetzt, so folgt aus (10.), dass z(t) entweder Null ist. wenn =. 
oder dass 


> N e ° x+/ 
9 \ 2, We x fm4 ’ " 
12. xt) = -Zit 3 «un, 
n—U =zx+1 
wenn > (0, Setzt man daher 
a 04 (A) r —]\ 
9 \ [ Pn +1 ; \\ p t \ 
(13) 5 2—a FEN) = 
\ Bu \ Pr a Jam ta t Jt-v „ 


so muss 7 entweder Null oder eine positive ganze Zahl. der Grad von 











Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


«<b{x) sein. Es ist nun 7 zu bestimmen. Man setze 


(14.) Fig, ee) s u) dr EN 
ü at, mh, 5 \ 
und bezeichne den Coetfieienten von z --- in F,_,(y, #) durch p”, dann 


wird, wenn Formel (20.) in No. 1 auf die Gleiehung 14.) angewandt wird. 
aus Gleichung (14.) gefunden 


i II u 
(19.) (= \\ i m—h\m—h—1)— (Ip), , 


Man setze ferner 
16.) St) = (-PVflst 
und 
TI RTPi f, (u, t), 
und bezeiehne den Goeffieienten des (h— a)!" Differentialquotienten in f,(s,!) 
durch 4{” ”, in f, (a,t) dureh 44". 

f, (s,2)=0 hat (Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2 Gleichungen (12.) ete.) 
für £= 0 denselben charakteristischen Index, wie f, (u,!)=0. Es ist (wenn 
die Bezeichnungen in Formel (19.) ete. in No. 1 angewendet werden) 

18.) Ft = fı (Fa-ı(yt),t), 
so dass zwischen den Coeffieienten p,, pf” und g/"""" ein dem System (6.) 
entsprechendes Gleichungssystem besteht. Nun soll für £=0 der eharakte- 
ristische Index in F,(y.D) = 0 gleich A, in F,_,(y,.O =0 gleich Null sein. 
Ks ist daher (Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2, Gleichung (11.)): 


ip’ 
ar nl)’ "+1 \ 
19. (Ep: N=UV ( p, J: 0 


Nach Formel (20.) in No. 1 wird aber (da der charakteristische Index in 
F,(y.)=0 gleich A ıst) 


Ip, ,,\ El 
20, ( —) m—h\m—h—-1)\— PR & =) 
Wen | tp,(t7') / 


Verbindet man dieses mit Gleichung (15.), so wird: 


(21 \ 2) £3 Pr+1(t 2) 
is), t 0) 7. tp,(1') t—1) 


Zum Bestehen der Differentialgleichung (2.) ist also nothwendig, dass die Grösse 


1 (al 
‚99 \ { Pıtı , ' +1) 
a—1 Pn z=4g pt") Paar 


entweder Null oder eine positive ganze Zahl ist. 
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Im ersteren Falle ist A=0 und pl” durch Gleichung (7.) für = 0 
und Gleichung (8.) gegeben, im letzteren Falle ist 4>0 und r der Grad 
von $(x) (Gleichung (9.))., P(z) wird nun aus den Gleichungen (11.) und 
(12.) bestimmt, nachdem aus Gleichung (14.) für pl” (t"') gesetzt ist 

23.) pP ie) = (m-h)\m—h-1)t— pl. 

Da die Gleichung (18.) gilt und der charakteristische Index für t=0 in 
F,y, = gleich A, in F,_,y,Ü)=0 gleich Null sein soll, so ist nach 
Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2 Gleichung (11.) die formelle Entwicke- 
lung der Coefficienten p\” nach Potenzen von t eindeutig bekannt. pÜ’(t"") 
(Gleichung (23.)) nimmt die Form 13 c,E" an, und man kann eine beliebige 
Anzahl der Grössen e, ermitteln (vgl. No. 1 Gleichung (28.)). Dadurch 
können aus den Gleichungen (11.) und (12.) in Verbindung mit (8.) die 
(srössen 


”+Ä/ x-+4 | x+/ 
24.) -Zaa, -200, :..: -So,a 
“+l z+l +1 


bestimmt werden, und aus diesen werden die Üoeffieienten der Gleichung 
rien (Frades 
#44 / 
23) DHAls-a)"=P(r) =0 


x-+i1 


berechnet. Hieraus ergiebt sich 





(26 dlog®(z) + 0, 
) ds; a DR 


Es ist zuzusehen, ob der Coefficient —a, — h(m—h) ausfällt (vgl. No. 1 
Gleichungen (10.) und (12.)). 
Dadurch ist nun 
M a Fi 
#) = - — 
vollständig bestimmt. 
Es sind nun für den Fall A >1 weiter die Coefficienten p$” bis pl” 
zu bestimmen. p’(b=2,...h) hat die Form 
a4 | „0 (62) „(99) 


(28) PM = 3 I—- er a 


am %—4d, (2—4,) 


Die Grössen «a{” bis «a®P (a=1,...x) werden durch die formelle Entwicke- 
lung von p$” bei den singulären Punkten «a, bis a,, die nach Abh. Bd. 78 
No. 2 Gleichung (11.) bekannt ist, erhalten. Setzt man nun, wenn 4 >0 
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ist. in (28.) e=t7', so entsteht 


(bi) (MW) 


b 
er WE... On 


; a=x+/ ( ta‘) | | ta (0) u 
a = (1- Agt " FA) . 74 1—a,t |  (A4- an 


, 


(29.) ps U) 


Die Grösse pf’ (t") ist nach Gleichung (14.) (unter Anwendung von Formel 
(20.) der No. 1) eine ganze rationale Function der Grössen p\' bis pi” 
und von Potenzen von t. Die formelle Entwickelung der Grössen pl” 
(a=1,...m—h) nach Potenzen von £ ist aber (vgl. das bei Gleichung (23.) 
Gesagte) bekannt; daher auch die formelle Entwickelung der Grösse 
pt), (b=1,...m—h), die die Form PFc, f’ annimmt. 


Multiplieirt man nun die Gleichung (29.) mit 
a4 
(30.) 1 (i-at), 

a=x+1 
so erhält man rechts ein Polynom mit den Potenzen t bis f*, deren Üoeffi- 
eienten die 64 unbekannten Grössen «a{" bis «{” (a=z+1,...2+4) linear 
enthalten. Setzt man dann die Coefficienten der gleich hohen Potenzen 
von £ auf beiden Seiten einander gleich, so erhält man bA lineare Glei- 
chungen mit ebenso vielen Unbekannten. Die Determinante dieses Systems 
linearer Gleichungen ist von Null verschieden. Denn sonst müsste es 
möglich sein, b4 Grössen «, die nicht alle gleich Null wären, so zu be- 
stimmen, dass der Ausdruck 

aha art ta) a?) PA) 
(31.) r n (- u 2) = rer + d— "od ar 

für beliebige Werthe von £ verschwände: und da das Product n (1-a,f)‘ 
nur für eine endliche Anzahl Werthe von £ verschwindet, so müsste 


b2) (bb) 


(b1) ( b 
met de, ta, "a, ! 
32. = _ Mr» 4 
( ) a +1 4—a,t A4— at) Ad— at)? ) 


identisch Null sein. Wäre nun bei einem Werthe a,. der von Null ver- 
schieden, eine der Constanten «, von Null verschieden, so würde, wenn 


> 1 
man in (32.) t= ee einsetzt, der Ausdruck mit unendlich abnehmenden 


c 


f ins Unendliche wachsen. Und wäre nur bei einem Werthe a«,=0 eine 
Constante «, von Null verschieden, so könnte der Ausdruck (32.) als ganze 
rationale Function von £ ebenfalls nicht identisch verschwinden. 

Die 64 Grössen «a{”) bis a” (a=x+1,...2+4) werden also eindeutig 
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und endlich erhalten. eo” a=x4J1,...21%4) muss sich ganzzahlig ergeben 
(No. 1 Gleichung (11.)). 

Auf diese Weise werden die Grössen p\’ (a=1,...h) vollständig be- 
stimmt. 1;s ist zuzusehen, ob sie die Form der gleichstelligen Coefhieienten 
in Vitterentialgleiehung (3.) annehmen. Ist >00, so ist dieses der Heı 
leitung aus Gleichung (29.) zufolge immer der Fall. 

Wenn man nun die Grössen p\' (al, ...h), die die Form der gleich 
stelligen Coefficienten in Differentialgleichung 3.) haben, in das Gleichungs- 
system 6.) einsetzt, dann aus den h ersten Gleichungen (6.) die Grössen 
a" aml,..h) ferner, wenn m-h_>h ist, au den (m—h)— h folgenden 
(leichungen die Grössen pP%,, bis successive eindeutig bestimmt, so ist zum 


IN 


Bestehen der Differentialgleichung \2.) nolhwendig und hinreichend, dass die 


\ 
ührigen Gleichungen \6.). deren Anzahl die kleinere der Zahlen h und m—h 
ist, von selbst erfüllt sind. Die Differentialgleichung (2.) geht dann aus (4.\ 
F,.(y.z)=s für s=V0 hervor. 

Dass die so bestimmte Differentialgleichung F,_,(@, a) =0 nur re- 
euläre Integrale hat, oder dass der eharakteristische Index bei jedem sin 
eulären Punkte gleich Null ist, kommt daher, dass bei jedem Punkte im 
Endlichen und für r=f", t=0 der charakteristische Index in F,(y,.r) 0 
gleich der Summe derer von F, ,w.)=0 und f,(s,r)=0 ist und dass, 
weil die Grössen pl" (a=1.... A) die Form der gleiehstelligen Coeffieienten 
in Ditferentialgleichung (3.) haben, bei den singulären Punkten a, bis a, ,, 
und 2er, t=0, F,y,e)=0 und S(s,2)=0 den charakteristischen 
Index übereinstimmend haben. Was nämlich das Letztere angeht, so er- 
viebt sich aus dem Gleichungssvsteme (6.),. wenn bei einem singulären 
Punkte r=a der charakteristische Index des Systems p” (a=0,..h,pi’=1) 
sleich Null und in F,(y, x) = derselbe h ist, dass F,y.a)=0 und 
f,ıs.2) = 0 denselben charakteristischen Index haben müssen. Ebenso, 
wenn der charakteristische Index des Systemes pl’ (a=0,..hA,p =1) 
für 2=0 gleich Null und in F,w,t)=0 derselbe — A ist, so müssen 
F,y.=0 und f, («.t)=0 (Gleichung (18.)) und daher auch f,(s, D) = 0 
denselben übereinstimmend haben. 


Dass es immer Differentialgleichungen (1.) giebt. welche die In- 


tegrale von solchen wie (2.) enthalten, wird in No. 5 gezeigt werden. Die 
Bedingung für die Grösse 7 in Gleichung (22.), welehe zum Bestehen der 
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Differentialgleichung (2.) als nothwendig gefunden war, ist nieht zugleich 


hinreichend; dieses wird in No, 6 gezeigt werden. 


1. 


ls soll jelzt der charakteristische Inder in der Differentialgleichung 
1.) F,(y, a) 0 der vorigen Nummer für 1 ',t 0 gleich e- h ange- 
nommen und dann die Frage, die dort gestellt worden ist, untersucht werden. 

Zu ermitteln ist, ob sieh die Differentialgleiehung F(y. x) 0 dureh 
das System (4.) der vorigen Nummer ersetzen lässt. 


Der C'oeffieient p\ hat die Form 


[73 
| p\ 5 
| I dd 
wo 
Prii 
(2. A z—-4)) ,„ lha=l....%) 
P | a 
und wenn A>0$, a, (a=z2+l1,...2}4) eine negative ganze Zahl sein muss. 


Wird in (1) =" eingesetzt, so erhält man 


‘ . la 
z\ p' ) / | ») a 
| | Az! 
Hieraus ergiebt sieh, dass 
a Mr ) \ , j' Ze l \ 
Ele) (EN) 
ad p a ! 
entweder Null sein muss, wenn 4 0, oder, wenn 4 0, eine positive anze 
Zahl. der Grad — Fo, der ganzen rationalen Funetion 
» +1 
- ie 
(d. NM (z-a)“ = $(xr 
xl 


Es ist mun 


i p\ BEIN ' r 
(6.) ( - An m—h)(m—h—1)—(tp\"), 


Um (tpV”), . zu ermitteln, wird, da der charakteristische Index in F,y,t, 0 


für £=0 kleiner als % ist, ein ähnliches Verfahren. wie in No. 2 an- 
gewandt. Die determinirende Fundamentalgleichung zu Fiy.!)=V tür 
t=(0 Ist: 


c+1 4 \ E ” 
) g r ] .(r m c)+2 7 Be I \ 


7) r(r—1)..(r—(m—ec\+1)4 ( | 
ı N pP. a p J 


die determinirende Fundamentalgleichung zu F,_,(y.)=V ist: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 1. h) 
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Sr kr) HP Narr — Dlr—mh) +2) ++" pp), 0. 


Die m— Ah Wurzeln von Gleichung (8.) müssen ebensoviele Wurzeln von 
Gleichung (7.) sein. Die Summe der Wurzeln von (7.\ ist 
(m—ce)\(m—c—i) zip 1 
% 


; Se 


die Summe der Wurzeln von (8.) ist 


(m — h)\(m —h—1\ 


(kY'\ 
+.) (tip! 
Demnach wird 
! > \ " \ v 
0 Ip! ) P. 41 \ m em ‘ l ' m h m h » Lin 
oe \ } I \ p 2 > N 0, 


wo E die Summe von A—e Wurzeln der Gleichung (7.) ist. Da der cha- 
vakteristische Index in F, (ig. =0 gleich e sein soll, so wird dureh Formel 
20.) in No. 1 
' . { PD. i ı\ 
10. 4 1 m—c\m—-c—1) rt 4 
p r tp.(I)/rv 
Verbindet man nun die Gleichungen (4.), (6.), (9.) und (10.) mit einander, 


so entsteht: 


Dt!) \ 2. Pati,” N (m-e)(m-c-1) (m-h\m h-1) 
11.) e=1+( ET) 2 | "Tegel 
tp.(t ne p r—a, 2 > 


Bildet man nun nach bekannten Regeln der Algebra aus Gleichung |.) die 
Gleichung, welche die sämmtlichen Summen von je h-c der m—c Wurzeln der 


\ 


(rleichung |.) zu Wurzeln hat, deren (irad mm — ee = a 
Birk 

ist, und setzt den Ausdruck (11.) von o ein, so muss diese Gleichung für ı 

durch Null oder eine positive ganze Zahl erfüllt werden. 

Is sei ermittelt, ob und welehe Werthe 7 dieser Art es giebt. Dann 
ist, wenn 7 0, die zu dieser Zahl 7 gehörende Function $P(x) (Gleichung 
'5.)) zu bestimmen. Dazu werden die Grössen in Gleichung (1.) entwickelt 
bei einem der singulären Punkte a, bis a,, dem Punkte A, da die formelle 
Entwiekelung von p(' nach Potenzen von e— A bekamnt ist (vgl. No. 2), 


und man erhält: 


x a 1 i a + / (.— A N 
12. pı’ —2 £ a2 Ru: 5 ) > & \ ) \ ° 
1 2T—A, nA) FRE se 1 a, — A)"! 


Aus dieser Gleichung leitet man dann durch das in No. 2 Gleichungen (14.) 
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bis (18.) angegebene Verfahren P(r) her. Alsdann wird 


13.) dlog de) nr Ä)\ig, 
| dr re 
Die (irösse — a, MUSS him - h) ausfallen. Auf diese Weise erhält man 
! (m-—- e)(m— e—#)...(m c ch e)-14 
eine endlicehe Anzahl, höchstens we Aus 
a mern Ü) 


drücke, unter welehen einer pp sein muss, wenn die Diflerentialeleiehung 
(2.) der vorigen Nummer bestehen soll. 
Man hat nun, wenn man einen dieser Ausdrücke herausnimmt. dazu 
die Grössen pl’ (b=2,... Ah) zu bestimmen. Is ist 
a--#4 (b1) (b’) (bb) 
(IE) 9 vw) “ . 


’ 
| er 
nd . f . b 
(2a, D-—(dy) u — 4,)° 


Nun ist die Entwiekelung von pl” nach Potenzen von #--A bekannt, und es 


sind die Grössen af’ bis oe" (a=1,...2) bekannt, vgl. No. 3 Gleichung 


28.) Aus (14.) ergiebt sich 
a a (bi) (bb) a 12 2 (bt) , 
ld \ y\ ) y' \ Lam j X \ xy \ U ( a H 
(I0./Pr — |. Aaackz. of — | b) 
112 --q, (2 - d,) Pe. ) d,—A) (a | (d, 1)) 


Multiplieirt man (15.) mit 
N (<-A-(a,-A). 
a A 


so erhält man rechts ein Polynom mit den Potenzen (@— A)" bis (2-- A” ', 
deren Coeftieienten die bA unbekannten « linear enthalten. Man findet durch 
Gleichsetzung der Cveftieienten gleich hoher Potenzen von 2—-A aus Glei- 
chung (15.) bA lineare Gleichungen zur Bestimmung der bA Unbekannten. 
Die Determinante dieses Gleichungssystems ist von Null verschieden, was 
wie in No. 3 Gleichung (30.) ete. bewiesen wird. Man erhält also die ge- 
suchten Grössen «© eindeutig und endlich. 
Man erhält auf diese Weise eine endliche Anzahl, höchstens 
(m — c)\(m— c—1)...(m —c—(h— c)-1) 
1.2...(h—c) 
Systeme von Ausdrücken, unter welchen sich das gesuchte für p\’ (a=1..." 
befinden muss, wenn die Differentialgleichung (2.) der vorigen Nummer besteht. 
is ist zuzusehen, ob die Grössen p\ (a=1,...h) die Form der gleich- 
stelligen Coefficienten in Differentialgleichung (3.) der vorigen Nummer an- 
nehmen. Ist dieses der Fall, so werden aus dem Gleichungssystem (6.) der 
vorigen Nummer die Grössen gg ", (a=1,...h) und pl), bis p\), suecessive 


ı) .* 
Ö 
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eindeutig bestimmt. Alsdann ist zum Bestehen der Differentialgleichung (2.) der 
vorigen Nummer nothwendig und hinreichend, dass sämmtliche Gleichungen 
dieses Systems erfüllt sind: und die auf diese Weise erhaltene Differential- 
gleichung F,_,(y, x) = daselbst ist die gesuchte. (Vgl. No. 3). 


- 


ı). 
Das Verfahren, welches in den vorigen Nummern entwickelt worden 
ist, lässt sich nun allgemein auf eine Differentialgleichung 
d"y d" 'y u. 
dr" rPı tt PpuY a F,.(y: €) Ber 0 


da” 
anwenden, deren Üoeffieienten rational sind und die bei den singulären 
Punkten beliebige charakteristische Indiees hat, wenn der grösste derselben 
h die Bedingung D<h<m erfüllt. Alsdann kann (vgl. No. 1) nur eine 
Ditferentialeleiehung (m — h)ter Ordnung 


dm—) y FR de—ı- 'y 


>) e 3 Bo 20 2 u Dr u. 
Burn: dr’ ft I Pi de h—I ö ! Pn—nY E> f m— I \Y> T) IK v 


bestehen, deren Coefficienten rational und deren Integrale sämmtlich regulär 
und unter den Integralen von Differentialgleichung (1.) enthalten sind. Das 
Verfahren der vorigen Nummern ergiebt nun, ob diese Differentialgleichung (2.) 
besteht und welche es ist. 

Die Ditferentialgleiehung (1.) besitze im Endlichen z (20) sin- 
euläre Punkte, die, wenn 2>0, a, bis a, seien. Wenn die Differential- 
gleichung (2.) im Endlichen 4 (4 — 0) singuläre Punkte besitzt, die in (1.) 
fehlen, so seien diese, wenn 4 >60, a,., bis a,,;. Die Differentialgleichung 
(2.) muss dann die Form (3.) in No. 3 haben: wenn z+4=0, so wird der 
Coeffieient pl” (a=1,...m—h) gleich Null. 
das System (4.) in No. 3 ersetzen lassen. Wenn nun +4 > 
der Coetfieient pl’ die Form 


Besteht die Ditferentialgleichung (2.), so muss F,(y,2)=0 sich dureh 
0 ist, so hat 


Es ist zunächst, wenn z > 0, @«, = (pl (2 —a,)), „„ (a=1,...z) zu bestimmen. 


Bei einem solchen Punkte a,. wo der charakteristische Index = h, wird 
h+1 7 

Ü&, = p T = a,)) . 
Pı ‚L 4 
Ist bei a, der charakteristische Index =e<{h, so ist die determi- 


“a 








Ü 


mur4 
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nirende Fundamentalgleichung zu Difterentialgleichung (1.) 


a f /p 1, a \ PR m BR 9 Eu 
\r r—1)...(r—(m—ec)+1)+\ a, a), 1)... (r—(m—c)+2 


..+(P® (2 a)"-) 0: 


die determinirende Fundamentalgleichung zu Differentialgleichung (2.) ist 


(r(r—1)...(r(m—h)+1)+(pl” (2-@,)).-.r(r—1)...(r—(m—h)+2)- 


i ws 


(9. | 1 / 
! + +(pV (za, ee 0. 
Es ergiebt sich (vgl. No. 4 Gleichung (9.)), dass 
) \ m—c)(m—c—1) (m—h)\(m—h—1) 
- (h) . \ / u; \ un &3 I \ 
6.) (Pi (2—@))-a, ( . T—a,)) 5 | 5 0 


sein muss, wo o die Summe von kh—e Wurzeln der Gleichung (4.) ist. 
Hat man die Gleichung (4.) aufgelöst. so erhält man höchstens 


(m — c)(m— c—1)...(m — c— (h—c)-+1 
1.2...(h—c 
Werthe für ge, und dann aus (6.) die möglichen Werthe von (pi Gr—a 


y . . 
2 a 


Auf diese Weise ergiebt sich eine endliche Anzahl von Ausdrücken. unter 


. n u, . . . ’ ’ a 
denen einer & - ° - sein muss. Der weiteren Rechnung ist jeder dieser 
ii = da 


Ausdrücke zu Grunde zu legen. Setzt man in (3.) 2=f', so ergiebt sich 


er ( —] "ge rt 
PP) E- Ä 
1—a,l 
Nun muss «, (a=z+1....2z+4) eine negative ganze Zahl sein. Also 
muss, wenn 
Pr) ( 
7 u (Pi E77 h 
” a N / ) 
. n - „® L r (pri \ \ . . i 
gesetzt wird, wenn z >06 ist, und —( TA WORN XV, die Grösse 
ı entweder Null sein, wenn »—=V, oder, wenn k >, eine positive ganze 


zr%h 
Zahl, der Grad — Le, der ganzen rationalen Funetion 
zul 


Y, Nzs-a)"“—=-&(r). 


zl 
Die Ermittelung von 7 geschieht genau wie in No. 3, bezüglich 4. Für 0 
ist dann die dazu gehörige Function ?(x) zu bestimmen. Dies geschieht aus 
Gleichung (3.) durch Entwiekelung der Grössen bei einem solchen singulären 
Punkte von Differentialgleichung (1.), bei welchem der charakteristische 
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Index = h, nach der Methode von No.3 und 4 Nach Ermittelung der 
möglichen Werthe von p}" werden die Grössen pf’ (b=2,...h) nach dem 
Verfahren No. 3 Gleichung (29.), No. 4 Gleichung (15.) bestimmt: dabei 
werden nach der dort zur Bestimmung der Constanten «9 (a=2+1,..244) an- 
gewandten Methode hier gleichzeitig die gesammten Constanten oe (a=1....2+4) 
bestimmt. 

Auf diese Weise erhält man eine endliche Anzahl Systeme von Aus- 
drücken, unter welchen sich das der Differentialgleichung (2.) angehörige 
System py' (a=1....h) befinden muss, wenn dieselbe existirt. 

Wenn nun die Grössen p)’ (a=1,...h) die Form der gleichstelligen 
Coefficienten in Differentialgleichung (3.) der No. 3 annehmen, alsdann aus 
dem Gleichungssystem (6.) der No.3 95 " (a=1,...h) und pl), bis pi 
successive eindeutig berechnet werden, so ist zum Bestehen der Differentialglei- 
chung (2.) der vorliegenden Nummer nothwendig und hinreichend, dass sämmt- 
liche Gleichungen des Systems (6.) der No. 3 erfüllt sind; und die Differential- 
gleichung F,_,(y. 2) = 0 daselbst ist die gesuchte. 

Es soll nun gezeigt werden, dass es immer Differentialgleichungen 1.) 
giebt, welche solche, wie (2.),. enthalten. Wenn (1.) im Endlichen 2 (2 — 0) 
singuläre Punkte besitzen soll, so seien diese für 2>0, a, bis a, und 
wenn (2.) 4 (.—0) singuläre Punkte im Endlichen haben soll, die in 
(1.) fehlen, so seien dieselben, wenn 2>>0, a,., bis a, 

Es werde zuerst der Fall A= 1 behandelt. 

Man bilde eine Differentialgleichung (m— 2) Ordnung F,_,(y,x) = 
mit rationalen Uoefficienten, die zu singulären Punkten im Endlichen Punkte 
aus der Reihe a, bis a, und nur reguläre Integrale besitzt. Eine solche er- 
hält man aus Differentialgleichung (3.) in No. 3, wenn statt der Punkte a, 
bis a,,, dort nur die betreffenden aus der Reihe a, bis a, vorkommen. 
Sollen diese Punkte wesentlich singulär sein, so genügt hierzu, dass die 
Coeffieienten in den determinirenden Fundamentalgleichungen nicht alle 
sanzzahlig ausfallen. Wenn Differentialgleichung (2.) keinen der Punkte 

du?) 


a, bis a, zu singulären haben soll. so gehe man von F,_; pn R. — () aus. 
- Fre 
Nun bilde man aus dem System 
ae n { du.-ı . 
(10. F ‚ 2\Y, 7) = TA, 1) (EC TA,rn) —M, I» l A guUu-ı ve. 0 
dI 
AF,._> 


in ıffara 16 » up Y f A. =. N En 1 1 in rsyy*s v 
die Differentialgleichung F,_,(y,x) = 7, t+gFu2=0. Sind die Integrale 








Aa 


u 
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von F,,.=0 in dem (m—2)fachen Integrale y = uw far ur’ u... fu ‚u, „de 


enthalten, so sind die von F,_,-O durch das (m-1 )fachey ufdrwu..fu u ‚de 


seeeben (Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2). Bei z=a,,, (a=1....) 


erhält u, (b=1,...m—2) die Form Ze, (z—a,,,), wo c, von Null ver- 


schieden. Daher hat F,_,=0 die Integrale y,=(x-a,,,) "y(x) (b=1....m—2) 


f 


und F,_,=0 ausser diesen noch das Integral y,_, = (2 -a,,,)"y,_\(®), 
wo die Grössen p nur Potenzen von z—a,,, mit positiven Exponenten ent- 
halten und für e=a,.,, von Null verschieden sind. Der Punkt a,,, ist 
daher in F,_,= 0 ausserwesentlich singulär (No. 1 Gleichung (10.)). Der 
charakteristische Index m F,_,=0 ist überall «leieh Null. Man bilde jetzt 
aus dem System 

du 


[2E, m = un, rg" "u fl... & () 


dx 
die Differentialgleichung F,(y,z)= fi (F,_,.2)=0. deren Integrale in dem 
m fachen Integrale 


12.) y=- u farur' w,...fdeu ir fuztu dx 


enthalten sind. Damit nun F,—0 bei a,,, nur reewläre Integrale habe, 
muss aus (12.) das Integral y, = (2 -a, ,)" "y,(z), wo g,(z) nur Potenzen 


von 2—a,,, mit positiven Exponenten enthält, und für e=a,,, nicht ver- 


7 
schwindet, hervorgehen. Es wird daher «u, so bestimmt, dass u,\,«, bei 


.. 
z=a,,, die Entwickelung e ,(2—-a,.,) "+2c/(r-a,,,“ hat. Es werde 


a l B ( a 


1 


u, ,u,=3 und z=u/‘,u gesetzt. Alsdann ist für « die Differentialgleichung 


PTEER du WE 
13.) + 2 -4—= 0) 
dx x — a, )" ...(2— a.) 
anzusetzen, wo w{x) eine näher zu bestimmende ganze rationale Function. 
Aus (13.) ergiebt sich für z die Differentialgleichung 
\y dlog (x) N 


f \ J 

14.) zn u 1 a _ 2 v), 
ü dl Zum ö . r 2 f, ar 
7 de z— a, )%!..(2— a,)"x ) 


Entwickelt man aus dieser Differentialgleichung 3 bei «,.,. so ergiebt sich 
als Bedingung dafür, dass die Potenz (e—a)”' nicht vorkommt, die dass 


(G,,—0,)"...(G,:,— 4,)” 


, %,) 
“ra 


„sdlog ei 


7 Du ' / \ 
(15.\ wa, | 
| | (de z—a,..) 


“#+4) 


sein muss. Um dieser Bedingung entsprechend ®(z) zu bilden, setze man 
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o(2)= (rT—a,..)..(2—a,,,)(2—b,)...(2—-b,) wo die (Grössen b unter sich 


Du j ME 
und von a,,, verschieden, alsdann. wenn o’(x) = 1, ıst, 
; NT 
\ a 0x) gen o(X, 
(16. wa) = $Fwla,,.- EN + N w(b,) nt 
4 / / wi . nf 
a—1 (DT —4,:a)0 \A,ra) ai z—b,)0'(b, 


wo w(a,,.) den aus (15.) vorgeschriebenen Werth hat. Die Differential- 
eleichung für w,, ist jetzt: 


dlog | (x) 


PN du,, | 
(17.)} — „- u = 
N , r de tm! (2 — a )n...(2—a,)1 )‘ n ; 


dx 
Eine der Grössen o(b,) kann man so wählen, dass »(a,) (a=1....z2) von 
Null verschieden ist und dass bei einem Punkte a,. wo ,=1. der nicht 
schon in F,_, =0 wesentlich singulär, der zu «, gehörige Exponent, welcher 
durch die Gleiehung: r+(g1"""(z—a,)), „= 0 gegeben ist, von einer ganzen 
Zahl verschieden wird. Zugleich kann man den Grad von o/x) zleich 
»-+v—1 machen. F,„=0 hat dann als singuläre Punkte im Endlichen die 
Punkte a, bis a,. Der eharakteristische Index in F,=0 bei einem dieser 


Punkte ist gleich 1, wenn 7 >1 ist, sonst gleich Null. Der charakte- 


ristische Index m F,=0 für r=f", t==0 ist gleich dem charakteristischen 
(m—!) 
Index des Systems Ze ge r’=l,a=0,1) und wird, wenn der Grad des 


Zählers in g/”” durch k bezeichnet wird, gleich dem Zeiger 0 oder 1, bei 
welchem zuerst die grösste positive der beiden Zahlen 1, k-(m-+tn,+4)--2 
auftritt. Wenn der eharakteristische Index für diesen Punkt gleich 1 werden 
soll, so kann dieses dadurch, dass v hinreichend gross genommen wird, er- 
reicht werden. Wenn für e=f"', t=0 der charakteristische Index gleich 
0 werden soll, und daher bei einem der Punkte a, (b=1,...z) gleich 1. so 
kann man 7, 80 gross nehmen, dass —1+n,+.-+n,>2i+r-—1 ist. 
Soll Differentialgleichung (1.) keinen singulären Punkt im Endlichen ent- 
halten, so sind die n in (13.) gleich Null zu setzen. Wenn Differential- 
gleichung (2.) im Endlichen keine neuen singulären Punkte haben soll, so 
bildet man F,=0 aus dem Systeme (11.,, worin F,_,=0 so beschaften 


[2 


ist wie F,.,=0 und v, wie a in Gleichung (13.). 


m? 


Die Bildung von Differentialgleichungen (1.) für den Fali Ah > 1 


it 


kann sofort auf das Vorhergehende zurückgeführt werden, indem man zunächst 
eine Differentialgleichung (m—h+1)ter Ordnung F,_,;., = 0 mit dem grössten 


charakteristischen Index 1 bildet, die eine Differentialgleichung (m —h)t®: 





.-ır 


3 
u 
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Ordnung F,-,=0 mit nur regulären Integralen enthält, alsdann aus dem 
Systeme 


d'"-1is d"-?5 


[BE ; MR + tr) en dh er A ER: 


4 


+1 = 985 


die Differentialgleichung F,= f,_ı(F,-...,2) = herstellt, wo g, die Form 


Lat u s . 
= Am . BORE a hat, 2.(2) eine ganze rationale Function ist, deren 


(2a) ' ..(2—a,)* 


Grad und Uonstanten nach dem vorher Gesagten zu wählen sind. 


v0. 
Es war in den Nummern 1 und 5 gezeigt worden, dass zum Bestehen 
der Differentialgleichungen (2.) daselbst nothwendig war, dass die Grösse 


) 1 


’K 


a DER Fr \ ee 
(1.) >) ({ z—a,)) u „ger 
pP, N 


N 
/ (t U) 


Null oder eine positive ganze Zahl sei. 


Dr 

Diese Bedingung, allein genommen, ist nicht auch hinreichend für das 
Bestehen jener Differentialgleichungen (2... Man kann eine Differentialgleichung 
F,(y,@)=0 bilden, die bei allen singulären Punkten im Endliehen und für 2=f"", 
t—=() einen und denselben charakteristischen Index A hat, so dass 0 <h<m, 
bei welcher die Grösse 7 Null oder eine beliebige positive ganze Zahl ist, 
ohne dass die Differentialgleichung die Integrale einer Differentialgleichung 
(m —h)te" Ordnung F,_,(y,2) =0 mit nur regulären Integralen enthält. 

Um dies zu untersuchen, werde ermittelt, wie sich die Grösse 7 
ändert, wenn man dieselbe bei der Differentialgleichung 


-2 
yd Y | j (il) 


h d"!y 
/) \ . I 
\ . B > “ ...— ) 
N I dx"-? rP, 


=F.-,(9,2)=0 


dei! 
bildet, die bei allen singulären Punkten «a, bis a, im Endliehen und für 
z=t',t=0 denselben charakteristischen Index A—1 (so dass Oo<Ih—1<m-—1) 
hat, und wenn man 7 bei der aus dem Systeme 


3.) Far) s, z +" "s=fı(s,2) = 0 
zusammengesetzten Differentialgleichung f‚(F,_.,2)=F,(y,e)=0 darstellt unter 
der Bedingung, dass der charakteristische Index in fı(s,x) bei den Punkten 
a, bis a, und r=f"', t=U derselbe ist. Zwischen den Coeffieienten besteht 
(No. 1, Gleichung (5.,) das Gleichungssystem 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 1. 
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f \ (1) dp, 1) (1) ‘ 
(4) Ps — Pa + de +9" Pa-ı, (a = 1, ... Mm), pi = 1. p\» = (0. 


m 


Nun ist in (2.) die Grösse 7 
p® 


(6) TE a 
Je) pP,‘ u a). tg p» (1!) Li" 


Nimmt man den charakteristischen Index in fi(s,e)=0 gleich 1, so wird 
derselbe in F,(y,2)=0 gleich A. Bei dieser Differentialgleichung ist dann 


die Grösse r, die durch Gleichung (1.) gegeben, zu bestimmen. Es wird 


dp‘) 
1 I 4 1 m ] 
Pirıt BANN 
6 Pı+H1 __ dx 
rt Eu (1) 
Pn Alm dp‘, pl gi 
Mr Te 
UT 
Nun ist 
(m—1) _ Y 


1.) gi 


(x a )e...(2— a,)%x’ 

wo 0, bis o, positive ganze Zahlen grösser als 1, w eine ganze rationale 
Funetion, die für a, bis a, nicht verschwindet, und g/”" wnächt gebrochen 
ist. Ferner ist 


pi, Fr Anl) 
x (2 — a, )J...(@ — a,)‘x 
(m\ 
(8) pi vn Yı\X) 
\ “ h (x ei; a, )* +1 g- .(o— d,„)'x +1 
(1) yA ! ı(®) 


\Purı = (2 — a )&t?...(2—a,)rt? ? 


wo die Funetionen y ganze rationale Funetionen sind, %,_-1(@,) (a=1,...x) 
nicht verschwindet, &, bis 2 >> h—1. Der Grad von %, sei %k,, dann ist 
k, 1 p>= ’ & ++ er (h—-1), k, * n Mi; +z—1. Ri: e k,, +2(2—1). 


Ks ergiebt sich nun aus (6.) 


Pı+l p\ uk, pı (lt) pr 1) 
9.) ( (20 )) . > (1) (©—@,)) I = -1) ‚mr - p) gl -) 
. = ltg P; nu z r- Uq (t (d ) —f) 


pı 


I 


Daher bleibt die Grösse r von F 


m—1 


(y,2)=0 zu F,(y,2) =0 ungeändert. 

Nimmt man ferner den charakteristischen Index in fi (s,2) = 0 gleich 
Null, so ist derselbe in F,(y,2)=0 gleich A—1. Es wird dann bei dieser 
Differentialgleichung die Grösse 7 


/ \ | u=ıx Pı x | l In, 3 an 
10.) = ZI(- ©-4))_, lie (N 


Es wird 





en 
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(1) 
ap,,., 


(1) ı N (1) (m—1) 
p PR 7 dx TPa-ıg 
hı 
(11.) = 
(1) 
Pı-ı BRD. m dpi), „(dd _.(m—ı) 
pPı-ı 7 En r Pr-29ı 
und es ist 
. 
12) mei : 


= — Q,)..(2—4,)' 
wo y eine ganze rationale Function und gi” ächt gebrochen ist. Die 
Ausdrücke von pl’, und pl" sind bei (8.) angegeben. p}, hat die Form 
‘ } y T) 
ia) a. - wi. ; — 
(4, )” "10 — A,)% 


der Grad k,_,.—k,_,—2z. Aus (11.) ergiebt sich 
Pı pP)’ (m—1 
“ u ap ! Fe 
(14.) | (—a,)) — ( ne a,)) +" (a-0,)): 
Pı.-—ı u P,_; Br 


- Fra”) pe .i 1 ( I)/4—1\ a 
> jr Z _.y,. 
(15.) ( Pi ı(t N) ) Mn ( pr 1 11 . N | (t 9 (d )): {} / -— | u e,.. 


My 
Le) 


daher wird 


‚a=u ), 5 h e 1 1, r 

5(f (a a,)) — l N) 
| = \p-ı ag N Prim!) Fu 
(16.) | 


az ,p(") a a 
2 ( (2 - a,)) — \ırku: 
1 t—(da ’ 


a pY, pi» (17! 
In diesem Falle vermindert sich also die Grösse z von F,_,(y,2) =0 zu 
F,y.x)=0 um den Grad von z, ,, nämlich %,_,. Der Coeffieient p,_, hat 
die Form 


r 


(17) ae nz 
(© — a, )a...( x) 
wo w(z) eine ganze rationale Function, die für a, bis a, nicht verschwindet. 
und der Grad von »(z) dem von (2) gleich ist, k,_.. 

Ks wird nun weiter, um eine solche Differentialgleichung, wie im 
Anfang dieser Nummer angegeben ist, zu bilden, folgender Satz angewandt. 
der eine Verallgemeinerung von Sätzen Abh. Bd. 75 No. 4 und Bd. 76 
No. 3 ist: 

Wenn die Differentialgleichung F,(y,z) = 0 aus dem Systeme 
F,-.(y,2)=s, fu(s,2) =0 No. 3 Gleichung (4.) entsteht, und die Coeffi- 
cienten p,, pf” und 94“) in der Umgebung des Punktes x = a einwerthige 
analytische Funetionen sind, die für e=«a nur in endlicher Ordnung un- 
endlich werden, so ist die Anzahl der linearunabhängigen regulären Integrale 


4 * 
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von F,(y,2)=0 höchstens gleich der Gesammtanzahl der regulären In- 
tegrale von F,_,(y,2)=0 und f,(s,2)=0. Denn besitzt F,(y,2)=(0 ausser 
den regulären Integralen von F,_,(y,2)=0 noch v von diesen und unter 
einander linearunabhängige, und werden dieselben in F,(y,x) = s eingesetzt, 
so erhält man s, bis s, von der Form der regulären Integrale und linear- 
unabhängig, diese Grössen genügen dann der Gleichung f,(s,x) = 0. 
Man braucht jetzt nur eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
za bilden, welche bei den singulären Punkten a, bis a, und für 2=1"", 
—() den charakteristischen Index 1, und bei einem der Punkte a, bis a, 
kein reguläres Integral hat, bei welcher die Grösse 7 (die durch r, be- 
zeichnet werde) Null oder eine beliebige positive ganze Zahl und unabhängig 
von k, wird. Dann hat man, von dieser ausgehend, den Zusammenhang 
der Differentialgleichungen (2.) und (3.), wo g, die Form (12.) hat, (m—h—1) mal 
anzuwenden und erhält eine Differentialgleichung von der (m— (h—1) ten 
Ordnung, mit dem charakteristischen Index 1, deren r=r,—(m—h—1)k, wird, 
also Null oder einer beliebigen positiven ganzen Zahl gleich gemacht werden 
kann. Wendet man, von letzterer Differentialgleichung ausgehend, nun den 
Zusammenhang von (2.) und (3.) noch (kA—1)mal an, während y, die Form 
(7.) hat, so erhält man eine Differentialgleichung m*®r Ordnung mit dem cha- 
rakteristischen Index A, wo O<h<m, deren r den vorhin angegebenen 
Werth hat, also Null oder eine beliebig vorgeschriebene positive ganze Zahl 
sein kann, und welche, nach dem oben angegebenen Satze, in Verbindung 


- 


mit dem NSatze Bd. 75 dieses Journals No. 1. II., wenigstens bei einem der 
Punkte a, bis a, nicht m—h reguläre Integrale hat, die also nicht die In- 
tegrale einer Differentialgleichung, wie (2.) in No. 3 ist, enthalten kann. 
Es bleibt also übrig, eine Difterentialgleichung zweiter Ordnung mit 
den angegebenen Eigenschaften zu bilden. 
Man nehme 


\ 
(18.) 
ds 
19.) se =d 
(19,) dx rg 
und setze aus diesen die Differentialgleichung 


ey. 
(20) u tPpız, tpy = 0 


zusammen. Ist das Integral von (18.) fürs=0, y=u,, das von (19.) 








Con 
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s—=U,, so ist (Abh. Bd. 78 dieses Journals No. 2) das Integral von (20.) 


y = u, fur'wdr. Die Coefficienten erfüllen das Gleichungssystem 


(Pr pi +9, 


(21.) dp‘) 


Ip: vn rpı 9ı- 


dx 


Es werde nun 


(22) u, = e"(2-a,)"...(2—-a,)”, u. = e" tt" (2—a,)”...(2—a,)” 


genommen, wo w= 2er, n—1, w,(a=1,2,...z) von der Form Se ‚x 
0 i ' ’ 


ist; der charakteristische Index in (20.) wird dann bei den Punkten «a, bis 
a, und e=f",t=0( gleich 1. Wird es nun so eingerichtet, dass in der 


Entwickelung von uy' 


u, nach Potenzen von z—a, das Glied (e—a,)"' vor- 
kommt, so dass fur’ u.da den log(z—a,) enthält, so kommt bei a, in (20.) 


kein reguläres Integral vor (vgl. Abh. Bd. 75 dieses Journals No. 7). Die 
Grösse 7 wird 


] Y 
1 P, auf 


j # R-; } er (iS 
2) v- 5 P: 2—a,)) uf n ) 
N Ag a 


Es ist 


(1) 
dp‘ EpDg 
’ P, dx 5 
(24.) m a 
P; a a gG, 
Man hat ferner 
ABl o,(€) L 
Pı = ga l2—a,)...(©—a,) 
L 1) \ y) +7 d,) 


(25.) 
. ( 

W,(T) 
l 


P - 9 


(2 — a,) (2 — a, )"t'...(2— a,)” 


wo o,(z) und &,(z) ganze rationale Functionen, w,(a,) und w;(a,) (a=2.,...z) 
von Null verschieden. Der Grad von o,(x) ist kleiner als »,+z, der Grad 
von &,(x) ist gleich ,—1+m, +: -+n,+z Es wird 


0 (2) (2 — a,)”...(2— a,)” + w, (2) (2 — a, )” 


26. = 
VEN) P: (2 — a "ri — a,)"t'...(2 — a,)"«t! 
der Zähler von p, verschwindet nicht für e=a, (a=1,...x) und der Grad 


desselben 4, =2&n,+z2-1. Man erhält nun 
v0) 
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' Fa ö 

(m 4, )) we (n,+1)+(g,(2-a,)), a} 

(27.) a (2 at, = (pP (2-0,)).-.,,;, (a=2,...%), 
x Iq Di 

Br 1,60 (N) 

( p, (ti) -)., Zu t Pı (d 

Daher wird 
(28.) = - nt) tg (2 -a)).. ti = - mtl) (mE). 


Giebt man nun den » bestimmte Werthe und dadurch auch dem %, einen 
bestimmten Werth, so kann man dem 7,—&, einen solchen negativen ganz- 
zahligen Werth geben, dass 7 gleich Null oder irgend eine positive ganze 
Zahl wird. 

Wenn dann in der Entwickelung von EC" "Het (2— a)" = u 
die Potenz (2—a,)' bereits vorkommt, so kann man , ==, == —n,—0 
setzen. Sonst kann man für den Fall z > 1, da « unendlich viele Potenzen 
dlog u 
dx 
ersten Ordnung für e=a, unendlich ist, = =g,= 


von z—a, mit negativen Exponenten enthält, weil in höherer als der 
nz U N. == () 


setzen und m» —&-+1 gleich dem niedrigsten positiven iiseinlien von 


(2—a,)' in a, worauf «(2—a,—(a,—a,))""" das Glied (e—a,)” enthält. Für 
- .. r—Aa - (u 
den Fall z=1, setze man @,=cr—a,. —w,=(z-a,)"', so enthält ee“ 


in der Entwie N sämmtliche ganze Zahlen als Exponenten, also « die 
Potenz (2 — a,)” 


T. 


Die Methoden, die in den vorhergehenden Nummern zur Zerlegung 


von Differentialgleichungen gebraucht worden sind, kann man anwenden, 
um zu untersuchen, ob eine Differentialgleichung 
d" y _ on r 1 | 
1.) de" 4 Pı dr" 1 Br Mr P.% ‘u F(y; L) er V 
mit rationalen Coeffieienten und beliebigen charakteristischen Indices sich er- 
setzen lässt durch das System 


(< ri. dr y 
(2) demmı | pi’ dam? % +Pp: RR = $, 
Is 
(3.) — + ’s=0 


so dass g|""" rational wird. Zwischen den Coetficienten p,, p}’ und gi” 
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müssen dann die Gleichungen (5.) No. 1 bestehen. Diese Zerlegung, wieder- 
holt angewandt, kann in manchen Fällen zur Auflösung der Differential- 
gleichung f,(s, 2) = 0 (4.) in No. 3 dienen (vgl. Abh. Bd. 78 dieses Journals 
No. 3). Wird s=M' gesetzt, so entsteht aus (3.) 

dM 


dx 


(4.) - ’M —= U), 


und M genügt der Differentialgleichung 
a d"M d"-!Ip M 


ı). ) 
da” da"! 


(Vgl. No. 1 Gleichung (35.)). 

Die singulären Punkte von (1.) und daher auch von (5.) im Endlichen 
seien a, bis a,. Bei einem Punkte a, wo der charakteristische Index in (1.) 
und daher in (5.) gleich m, muss der charakteristische Index in (4.) eleich 1 
sein, also . in endlicher, aber höherer als der ersten Ordnung, für 
z=a unendlich werden. Die möglichen Ausdrücke der tormellen Ent- 
wickelung dieser Grösse bei e=.a werden aus Differentialgleichung (5.) 
nach Abh. Bd. 76 dieses Journals No. 6 ermittelt, und es werden die Po- 
tenzen mit negativen Exponenten als ein Theil von g{”"" herausgenommen. 
Bei einem Punkte a, wo der charakteristische Index in (1.) und (5.) kleiner 
als m ist, hat man eben solche Entwiekelungen zu ermitteln, wenn der cha- 
rakteristische Index in (4.) gleich Eins sein soll. Soll derselbe aber gleich 
a 


Null sein, so muss die Entwickelung von —g{""" bei a beginnen mit a 


und —« muss (vgl. No. 2) Wurzel der determinirenden Fundamentalgleichung 
von (d.) bei 2=a sein. Durch Zusammenstellung erhält man eine endliche 
Anzahl von Ausdrücken, unter welchen, wenn (4.) besteht, derjenige ächt ge- 
brochene Theil @, von —g{"" sich findet, der nur für 2=a, bis a, unendlich 
wird. Es möge ferner (4.) im Endlichen noch die singulären Punkte «a, ,, 


bis a,,,; besitzen, die (1.) und (5.) fehlen. dann nimmt —g\“"" die Form an 


Brite ir ET, 


wo «, eine negative ganze Zahl ist, @, die Form Fe,z', rn — 0, hat. Wird 
nun in (6.) 2=L' eingesetzt, so entsteht 


- ' v(p- "a al 
(7) gr) = G()+F — 
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Wird in (4) 2=Ff7' gesetzt, so erhält man 
 dM , ga-dct-1) 

E bo Jı B« u um 0. 

(8.) = + ji M ) 


Nachdem in 5.) e=t"' 


eingesetzt ist, leitet man aus dieser Differential- 
gleichung nach Abh. Bd. 76 dieses Journals No. 6 die möglichen Werthe 


(16, (N). 0 + Tr 6") | 


von - - her; wo z entweder gleich Null werden 
»r/ 
. ... r x 
muss oder eine positive ganze Zahl, der Grad — &o% der ganzen ra- 
) “+1 


x+/ 

tionalen Function II («—a,) “@“=dl(r). Ist 7>0, so bleibt noch die 
#4 

Funetion P(x) zu bestimmen. Dies geschieht nach der früheren Methode 

(vgl. No. 1 u. 2) durch Entwickelung der Grössen in Gleichung (6.) bei 

einem solchen Punkte a, bis a, oder 2=t"', t=(, bei welchem die formelle 





Entwiekelung von — gi" aus Differentialgleichung (5.) bekannt ist. Wird 
2 dlogM =. dlogM 
bei einem solchen Punkte — bezüglich en 


als der ersten Ordnung unendlich, so gehört zu dem Theile einer Ent- 


in endlicher, aber höherer 


wiekelung, welcher die Potenzen mit negativen Exponenten enthält, im 
Allgemeinen eindeutig der Theil, welcher die Potenzen mit positiven Ex- 
ponenten umfasst (Abh. Bd. 76 dieses Journals No. 6). Man erhält allge- 
mein genommen auf diese Weise eine endliche Anzahl von Ausdrücken, die 
die möglichen Werthe von gy“ "” enthalten. Es ist dann zuzuschen, ob das 
Gleichungssystem (5.) in No. 1 erfüllt wird, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, ob der Werth M aus (4.) der Gleichung (5.) Genüge leistet. 


(Greifswald. 16. April 1875. 








w 
h 
A 
1 
v 
n 


U 


u Pe ud 


nd An Ay 








Beitrag zur Theorie der Biegung des Kreiscylinders. 
(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


Da: Problem- der Biegung eines eylindrischen Stabes oder Balkens, 
welches Galilei, Mariotte, Jacob Bernoulli, Coulomb nach einander behandelt 
haben, ist bekanntlich durch die Arbeiten Naviers zu einem vorläufigen 
Abschluss gebracht worden. Die von Navier angegebene Lösung enthält 
indessen einerseits noch gewisse Voraussetzungen, für die der strenge Be- 
weis fehlt, und ist andererseits keine vollständige. In neuerer Zeit haben 
namentlich die Herren de Saint- Venant ”) und Kirchhoff **) das elastische 
Gleichgewicht eylindrischer Stäbe untersucht. Der erstere ergänzt die 
Navierschen Formeln durch Berücksichtigung weiterer Terme. welche mit 
den zunächst in Betracht kommenden stets gleichzeitig auftreten. Die von 
demselben abgeleiteten Werthe der Verschiebungen haben, in Folge ihrer 
Vollständigkeit, vor den Navierschen den Vorzug voraus, wirkliche Lö- 
sungen der drei partiellen Differentialgleichungen zu sein, welche für kleine 
Formveränderungen fester Körper mit constanter Elastieität allgemein gelten. 
und deren Aufstellung in der Hauptsache von Navier selbst herrührt. 
Allerdings sind die de Saint-Venantschen Ausdrücke nur partieuläre Inte- 
grale, da ausser jenen (für sich ausreichenden) drei Grundgleiehungen der 
Klastieität noch andere Differentialgleichungen als bestehend vorausgesetzt 
werden. — Die bekannte Abhandlung des Herrn Kirchhoff über das Gleich- 
gewicht eines unendlich dünnen Stabes erledigt das Problem für einen 
Grenzfall, dessen Wichtigkeit offenbar ist, der aber für die Stäbe mit end- 
lichem Querschnitt eine Reihe von Fragen offen lässt. 

Es hat sich die Richtigkeit der Voraussetzungen, welche in der 
Navierschen Theorie der Stabbiegung enthalten sind, bisher noch nicht an 
irgend einem Beispiel prüfen lassen, das, bei Zugrundelegung endlicher 
Dimensionen, mathematisch genau behandelt wäre. Ein solcher Fall, bei 


*) de Saint-Venant, Memoire sur la flexion des prismes, Journ. de Liouville, 
Il. Serie, Tome I, 1856. 


 #®) Kirchhoff, Ueber das Gleichgewicht und die Biegung eines unendlich dünnen 
Stabes, dieses Journal, Band 56. 
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welchem die im Innern bei der Biegung auftretenden Vorgänge durch die 
vollständige Integration der drei Differentialgleichungen der Elastieität er- 
halten werden, ist im Folgenden für den vollen Cylinder mit kreisförmigem 
Querschnitt durchgeführt worden. Indem man die Z-Axe der Coordinaten 
mit der Cylinderaxe zusammenfallen lässt, wird die Aufgabe behandelt, das 
elastische Gleichgewicht des unbegrenzten Kreiscylinders für den Fall zu 
bestimmen, dass die auf die Mantelfläche einwirkenden Druckkräfte pe- 
riodische Functionen von z sind. Die Periode in Bezug auf z werde 2/, der 
Radius des Cylinderquerschnitts c genannt; der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten liege in der Mitte einer Periode. Die angebrachten Druckkräfte 
bleiben im Uebrigen beliebig; nur werden, mit Rücksicht auf die Gleich- 
gewichtsbedingungen des starren Systems, die zur Cylinderaxe senkrechten 
Componenten ausserdem als gerade Functionen von z vorausgesetzt. Von 
äusseren, der Masse proportionalen Kräften (wie die Schwerkraft) wird ab- 
gesehen. — Die Rechnungen ergeben im Wesentlichen eine Bestätigung der 
Theorie Naviers, indem die von ihm gemachten Voraussetzungen als richtig 
in erster Annäherung zu bezeichnen sind. 

Lame und Clapeyron haben in einem Aufsatz im 7. Bande dieses 
Journals *) unter anderen Elasticitätsproblemen auch das Gleichgewicht des 
unbegrenzten Kreiscylinders (pag. 407) behandelt. Jedoch sind daselbst nur 
die Grundzüge der Integration angegeben, ohne dass die Rechnungen selbst 
durchgeführt, noch Schlussfolgerungen in Bezug auf die Gesetze der Bie- 
gung gezogen wären. In seinem bekannten Werk über die Elastieitäts- 
lehre (Paris, 1852) erwähnt Lame diese Lösung zwar (pag. 192), reprodueirt 
sie aber nicht, indem er sie als zu complicirt bezeichnet; auch ist derselbe, 
obwohl er später noch besonders hervorragende Arbeiten aus dem Gebiet 
der Elastieität publieirte, auf das Problem des Cylinders nicht wieder zu- 
rückgekommen. — Abgesehen davon, dass die Vorarbeiten für die hier 
angestellten Untersuchungen in der Abhandlung von Lame und Clapeyron 
gegeben waren, schliesst sich auch der Gang der allgemeinen Integration 
an die Methode an, welche Lame bei Gelegenheit des Problems des elastischen 
Gleichgewichts der Kugel entwickelt hat “”). 


*) Lame et Clapeyron, Me&moire sur lequilibre interieur des corps solides 
homog£enes. 

#*) Lame, Memoire sur lequilibre d’elastieit@ des enveloppes spheriques, Journ. 
de Liouville, Tome 19, 1854, reproducirt im Lameschen Werk „Coordonnees Curvi- 
lignes ete,“ 
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Der nachstehende Aufsatz ist in drei Abschnitte xetheilt, von denen 
der erste die allgemeine Integration, der zweite die Bestimmung der will- 
kürlichen Constanten aus den gegebenen an der Oberfläche wirkenden 
Druckkräften, der dritte Näherungsformeln enthält. Das allgemeine Problem 
zerlegt sich in drei einfachere, die nach einander behandelt werden. Bei 
dem ersten dieser Probleme ist die Cylinderoberfläche ausschliesslich Normal- 
kräften unterworfen, bei dem zweiten Tangentialkräften, die zur Cylinderaxe 
senkrecht, bei dem dritten Tangentialkräften, die der Cylinderaxe parallel sind. 

Bei den Näherungsrechnungen im dritten Abschnitt ist, während die 
Periode 2/2 von der Ordnung der Längeneinheit bleibt, der Cylinderdurch- 
messer 2c als eine kleine Grösse vorausgesetzt worden, wodurch der Radius- 
veetor r des Querschnitts und die Coordinaten x, y ebenfalls zu kleinen 
Grössen werden. Die Ausdrücke der Verschiebungen und der Druckkräfte 
enthalten Reihen, welche nach steigenden Potenzen von e', respective r', 
fortschreiten, und deren Anfangsglieder von negativer Dimension nach e und 
r sind. Der angenäherten Rechnung ist nun das Prineip zu Grunde gelegt 
worden, dass sowohl bei den Verschiebungen als bei den Druckkrätten 
diejenigen Summanden beibehalten sind, welche eine »egative Dimension in 
Bezug auf ce und r haben, also mit abnehmendem e überaus anwachsen. 
Dies Prineip ist im Wesentlichen mit der Bestimmung identisch, dass die 
vierten Potenzen von e und r neben der Einheit zu vernachlässigen sind; denn 
die höchste in den Formeln vorkommende negative Dimension ist —3. Es 
ist zu beachten, dass die Dimension sich durch die Differentiation nach 
r, x, y um 1 erniedrigt; da nun die Druckkräfte sich aus den Differential- 
quotienten der Verschiebungen zusammensetzen, so müssen in den Ausdrücken 
der Verschiebungen noch gewisse Summanden von der Dimension 0 bei- 
behalten werden, welche für die Formeln der Druckkräfte Terme von der 
Dimension —1 liefern. — Von den drei specielleren Problemen, auf welche 
der allgemeine Fall zurückkommt, erledigt schon das erste die eigentlichen 
Biegungserscheinungen; denn die Näherungsformeln des zweiten Problems 
werden, abgesehen von einer einfachen Toorsion, mit denen des ersten iden- 
tisch, und das dritte liefert nur eine Biegung von untergeordneter Art. Die 
kechnungen des dritten Abschnitts beschränken sich daher auf das erste 
Problem. 

Den angenäherten Formeln zufolge zerlegt sich der Vorgang in eine 
in der ÄZ-Ebene und eine in der YZ-Ebene stattfindende Biegung. Wenn 


nx* 
) 
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man ferner den Cylinder durch Ebenen, die senkrecht zur Cylinderaxe 
stehen, in eine Schaar von Scheiben von der Dicke dz getheilt denkt und, 
parallel der X- und Y-Axe, die resultirenden Componenten Xdz und Ydz 
der an je einer kleinen Scheibe aussen angebrachten Druckkräfte bildet, 
während letztere als starr gilt: so hängt die Biegung in der XZ-Ebene 
ausschliesslich von &, die in der YZ-Ebene ausschliesslich von 9) ab. Für 
die Ermittlung des Vorgangs reicht die Betrachtung einer dieser Biegungen 
aus, wesshalb 9 = 0 angenommen wird. 

Die Curve, in welche die Uylinderaxe bei der Biegung übergeht, 
soll, dem Gebrauch entsprechend, elastische Linie genannt werden. Die 
Entwicklung der soeben erwähnten (willkürlichen) Function & nach dem 
Fourierschen Satz hat die Form 


n=X [nnz 
= 0,08. 
n—1l l 


Für die allgemeine elastische Linie ergiebt sich dann in erster Annäherung 
die Gleichung 


nrız% 


Const ze eos 
— JS = . e > Ss u: 
ii w 2? 


I 


in welcher $ die Ausweichung parallel der X-Axe'bezeichnet. 

Die Maximalspannung (in der Umgebung eines beliebigen Punktes) 
wird für die angenäherte Rechnung mit der Druckkraft Z, identisch. Man 
findet Z, gleichzeitig der Krümmung der elastischen Linie, der Coordinate 
x und dem Elastieitätsmodul proportional, genau wie Navier angegeben 
hat. — Die Gestalt der elastischen Linie ist in der Navierschen Biegungs- 
theorie nur für gewisse einfache Belastungsarten bestimmt worden. Die 
oben angeführte angenäherte Gleichung der hier auftretenden allgemeinen 
elastischen Linie stimmt nun in den entsprechenden Fällen vollständig mit 
der von Navier abgeleiteten elastischen Linie des an beiden Enden einge- 
klemmten Stabes überein. In der 'T'hat ist leicht zu sehen, dass vom Stand- 
punkt der Navierschen Theorie aus das hier behandelte Problem, obwohl 
es sich ausschliesslich auf den unbegrenzten Cylinder bezieht, doch als iden- 
tisch mit dem Problem des an beiden Enden eingeklemmten Stabes von 
der Länge 2/ anzusehen sein würde. 

Der Fall, dass die beiden Enden eines ursprünglich horizontalen 
Stabes eingeklemmt sind, charakterisirt sich nämlich in der Navierschen 
jiegungstheorie dadurch, dass die Tangente der elastischen Linie an beiden 
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Enden horizontal bleibt. Da nun hier die angebrachten Druckkräfte nach 
der Voraussetzung sowohl periodische als gerade Functionen von z sind, 


Au 


so wird der ganze Vorgang in Bezug auf jede der beiden zur Cylinderaxe 
senkrechten Ebenen z = -+/ und z3= —/! symmetrisch, und man kann den 
unendlichen deformirten Cylinder aus dem zwischen —/ und +/ liegenden 
Stück desselben entstehen lassen, indem man sich jene Ebenen als spiegelnd 
denkt. Aus diesem Umstand geht unmittelbar hervor, dass die Tangente 
der elastischen Linie für 3= +! in die Cylinderaxe fällt, und somit der 
Navierschen Forderung genügt ist. Wird z. B. eine endliche grosse Zahl 
von Pfeilern in regelmässigen Abständen von einander betrachtet, über 
welchen ein sehr langer Balken frei aufliegt, während in der Mitte zwischen 
je zwei Pfeilern die Last P wirkt: so ist der Vorgang, wegen der frei auf- 
liegenden Enden an den äussersten Pfeilern, zwischen je zwei aufeinander- 
folgenden Pfeilern stets ein anderer; sobald man sich dagegen den Balken 
ins Unendliche fortlaufend denkt, wird die Biegung zwischen je zwei Pfei- 
lern die gleiche, und man würde nach Navier ohne Weiteres die Formeln 
für den an beiden Enden eingeklemmten Balken, dessen Länge gleich dem 
Pfeilerabstand ist, anzuwenden haben. — Der Navierschen Theorie zufolge 
kann man sich die Einklemmung des Balkens durch eine symmetrische 
Fortsetzung desselben über das betreffende Ende hinaus (indem die einge- 
klemmte Endfläche als Spiegel wirkt) ersetzt denken, wie das bekannte 
Verfahren zeigt, durch welches Navier den beiderseitig frei aufliegenden. 
in der Mitte belasteten Balken auf den Fall. wo das eine Ende einge- 
klemmt, das andere freischwebend und der Einwirkung einer Kraft unter- 
worfen ist, redueirt. Diese Anschauungsweise führt aber. wenn man von 
dem an beiden Enden eingeklemmten Balken ausgeht, direkt zu dem Pro- 
blem des unendlichen, von periodischen Druckkräften in Anspruch ge- 
nommenen Uylinders. 

Das System der angenäherten Ausdrücke, welches im dritten Ab- 
schnitt für die Verschiebungen erhalten wird, ist den von Herrn de Saint- 
Venant für den Kreiseylinder abgeleiteten Formeln analog gebildet: nur 
treten hier, in Folge der willkürlich bleibenden Belastung, allgemeinere 
Functionen von z auf. 

Zum Schluss sind zwei einfache Beispiele behandelt worden, bei 
denen die elastische Linie sich in erster Annäherung auf die bekannten 
Parabeln dritten, respeetive vierten Grades reducirt. 
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I. Integration der partiellen Difierentialgleichungen. 


S.1. Es soll das elastische Gleichgewicht des Cylinders r= ec be- 
trachtet werden, wo = xz’+y’, und e constant ist. Fin Massentheilchen, 
dessen ursprüngliche Coordinaten (bevor äussere Druckkräfte auf den Oy- 
linder wirken) x, y, 3 sind, befinde sich nach der Deformation im Punkt 
c+&, y+n, 3+{°. Durch r und s werden die Polareoordinaten des kreis- 
förmigen Cylinderquerschnitts dargestellt; ferner sei eg die Ausweichung 
eines beliebigen Massentheilchens in der Richtung des (wachsenden) Ra- 
diusvector r, und o die dazu senkrechte Ausweichung parallel der Kreis- 
tangente, so dass die Gleichungen 


S=06C08s—osins, Nn=esins+0Coss, 


sy 
-— 
- 

| 


z=rc08s, Yy=rsins 
bestehen. 

Für die Druckkräfte ist die Bezeichnungsweise des Herrmm Kirchhof 
zu Grunde gelegt und auf die eylindrischen Coordinaten übertragen worden. 
Man nennt A,, S,, Z, die respective dem Radiusveetor r, der Kreistangente 
und der Z-Axe parallelen Componenten derjenigen Druckkraft, welche auf 
ein zum hadiusveetor r senkrechtes Flächenelement einwirkt. Die an der 
Cylinderoberfläche vorhandenen Druckkräfte sind gegeben; es sind also drei 
Bedingungsgleichungen 


2) (R).=F(s,:3), (S.)-. = @(s3) (Z,)-. = His, 3) 
zu erfüllen, in denen F, @, H gegebene Functionen bedeuten. 

Das hier behandelte Problem wird auf die Fälle beschränkt, wo den 
zwei Voraussetzungen genügt ist: 

l. dass Fis,z), @(s, 3), His, z) periodische Functionen von z, deren 
Periode 2/ heissen möge, sind, 

2. dass F(s,z) und @(s, 3) gerade Functionen von 3 sind. 

Die angebrachten Druckkräfte sind ausserdem den Gleichgewichts- 
bedingungen des starren Systems unterworfen. Von letzteren redueiren sich 
die zwei Gleichungen F(yZ—-zY) = &(3X—ıZ2) = 0 auf FyZ= Fız=(, 
weil die zur Cylinderaxe senkrechten Uomponenten nach der Voraussetzung 
gerade Funetionen von z sind. Wesen der Periodieität der Funetionen 
F, @, H kann sodann die Integration nach z auf die Grenzen 3= —! und 
3=-+/ beschränkt werden. Auf diese Weise ergeben sich die folgenden 
sechs Gleichgewichtsbedingungen des starren Uylinders: 
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’ı7 ®.+7 
/ ds / IF\s, z)coss—G@(s, 2) sinslds = (0. 


T 


’+n +7 
/ ds / IF(s, z2)sins+ @(s, 2)coss}dz = (0. 
En 
’+n vr 
/ ds / H(s,2)daz = (0, 
k 7 wi 
Fr L7 
Fi sinsds / H(s, 3)dz = (0, 
e 


+ ri »+, 
z cosscde f H(s,z2)dz = U, 
- 7 -; 
+n ° +7 
/ ds / G(s,2)dse = \. 
un f 


Im Uebrigen bleiben die Funetionen F, G@, H willkürlich. 
ei dem vorliegenden Problem werden die drei partiellen Differential- 








gleichungen, welche für kleine Verschiebungen im Innern eines festen Kör- 
pers von eonstanter Klastieität bestehen, in eylindrischen Coordinaten an- 


gewendet. Man erhält — für den hier betrachteten Fall des Gleichgewichts 
und des Ausschlusses äusserer Kräfte — die Gleichungen 


dB E ds a dd 


\ ds ds -» R dr ' 

4\ ' d& dA a 1 d$ 
N dr dg brd’ 
Ay dd au. d$ 
ds dr bb ' da ’ 


in denen a und b die zwei Elastieitätsconstanten des Körpers, 9 die Ku- 
bische Dilatation, und 4, 8, E& die Hülfsgrössen 


1 (d(ro) di } 
AV — _ — — 

\ al ri d ds )’ 
> | \ A dc do \ 
9.) \ Ever rue 

1 | de d(ro)) 
;’ — | Bm m 
c rt ds dr ) 


bedeuten. Die kubische Dilatation 9 ist gleich dem Ausdruck 


Be nd een td 
(6.) Flak dr is: ds r dz ’ 


r r 
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während für die Druckkräfte R,, S,, Z, die Formeln 


Brsere 
(1 de a) 
(7.) |" — bı, ds rr7 r w 
ie do , di) 
rer 


bestehen *). Es handelt sich darum, für die Unbekannten o, o, & Werthe 
zu ermitteln, welche den Differentialgleichungen (4.) genügen und für r = e 
die Bedingungen (2.) erfüllen. 

$.2. Die Integration der Differentialgleichungen wird, in Ueberein- 
stimmung mit der von Lame für die Kugel angewendeten Methode, in der 
Art durchgeführt, dass zunächst die Dilatation 9, sodann die Hülfsgrössen 
A, B, CE, und aus diesen vier Werthen schliesslich die Verschiebungen e, o 
ermittelt werden. Die Lösung ist hier eine rein periodische in Bezug auf z. 

Für 9 ergiebt sich aus (4.) bekanntlich die Potentialgleichung, welche 
in eylindrischen Coordinaten 


i d dr \ 1 do d’ö3 
(Be (r —)+ tr —— = 0 
dr dr r ds dz 
lautet. Man genügt derselben durch den Ausdruck 
(9.) ya zu 5 vw, 
(m,k) 
wo | 
10) a 608 (ms) cos (kz)+ Psin (ms) cos /kz, 
(U. wo=— Bo Ip 
+ycos(ms) sin (kz) + dsin (ms) sin (kz) 


gesetzt ist, und y durch die Differentialgleichung 


1) Ze Y)-(Zter)y = 


bestimmt wird. Aus letzterer geht hervor, dass y mit der Besselschen Func- 


tion für das Argument y—1lkr identisch ist und durch die (reelle) keihe: 


*) Lame, Theor. de l’Elast., 1852, pag. 154, Gl. (7.), (8.), (9.). Es steht daselbst R , 
R,, R, statt R,, S,, Z,, ferner p statt s, und T, y. W statt 0, 0, &. Die Elastieitäts- 
constanten a und 5b sind dort A + 2u und u. Statt der Hülfsgrösse ® ist rB gesetzt; 
die Hülfsgrössen sind hier dieselben wie im Lameschen Werk „Coord. Curvil.,“ 
Lec. XV und XVIl. Für A und E stehen die Buchstaben A und /". 





vi 


re 
Bi 
di 


L 


In 
Z« 


de 
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k'r" k’r' 
2.(2m+2) ° 2.4.(2m + 2) (2m --4) 
k’r’ 
 2.4.6.(2m -+-2) (2m -+ 4) (2m +6, 


1+ 


r en 
u im IMG. 


TE) way | 


dargestellt wird; das zweite partieuläre Integral von (11.) bleibt hier aus- 
geschlossen, da 9 für r—=0 endlich sein muss. 

Die Summation im Ausdruck (9.) erstreekt sich über beliebige po- 
sitive Werthe der Constanten m und A; die eonstanten Coeftfieienten oe, P, 
y, $ sind als willkürliche Funetionen von m und k anzusehen. 

Eliminirt man aus (5.) zwei der Grössen o, o, [, so fällt die dritte 
von selbst heraus, und es entsteht die Gleichung 

ag) IeW | 1 dB, ,dE 5, 


dr nm dz 

Die Gleichungen (4.) und (13.) sind zur Bestimmung von U. B. E aus- 
reichend. Jede dieser Grössen ist gleich der Summe zweier verschiedener 
Bestandtheile, von denen der eine den Termen von 9 entspricht, der ander 
die neuen Integrationseonstanten enthält. Es zeigt sieh, dass der Werth 

—() von den andern Werthen von % abgesondert werden muss. damit die 
Lösung rein periodisch bleibt. 

Man bezeichne durch 1 und o, die Ausdrücke 


Ye = By VvW,. 
(m,k) 


12) a = o., sin (ms) sin (kz) — /, cos (ms) sin (kz 

— y, sin (ms) «08 (kz) +0, cos (ms) cos (kz). 
in denen &,, 4, /ı, 9, wilikürliche Constanten sind, und das Summen- 
zeichen sich auf beliebige positive Werthe von m und k mit Einschluss 


der Null bezieht. Dann ergeben sich für A, B, E die Integrale 
A - dA 2 a y vw dw | 
dr 5b (m) k’r dsdz 
‚ur dA a P dıy da 
(1: ) (B — we 2 2 . 
ds b (ms) k’ dr dz 
dA a a! . 
vn‘ / ’ Ye 
G = . r" 13 08 (ms) — a sin{ms)t. 
\ dz L b m) u di 


worin, abgesehen von der Summe 4, der Werth k=0 bei der Summation 
auszulassen ist. 

$. 3. Nachdem die Grössen 9, A, 38, & bestimmt sind, erhält man die 
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Ausdrücke für die Verschiebungen oe, o, Z aus den Gleichungen (5.) und 
(6.).. Das Verfahren ist dem für 4, 8, & angewendeten analog. Der Fall 
k—= (0 erfordert wieder eime besondere Behandlung. Man trenne die zu 
letzterem Werthe gehörigen Summanden von den übrigen und definire o,. 


De 


5, &, dureh die Gleichungen 


(m+-?2)b— ma 

— y’\ / n-+-1 | ml uf \ mi) „2 f \ 
OR Ä ra” e0s(ms)+ P""sin(ms 
! =) Alm-H1)b ms) [ RB} | 

+2 mr" as" cos (ms) + 3" sin (ms)}, 

(m) 
| 
16 J „(m--2)a—mb ,. —. | 
(16., GO =,.dr ——_ ra" sin (ms) — P""" cos (ms) 

| 0)  4lm+1)b 

— I mr"! a" sin (ms) — 3" cos (ms)!, 

(1) 
= — Er" \yi” eos (ms) -+ dY"" sin (ms)!. 
(in) 
Indem sodann 

Ä b—ıa dw 

rg x 

7 2b dr 

(17 \ wf \ / ke \ .) 7 f \ f) / Im \ 
‚0, = 0,608 (ms) «os(kz)+ sin (ms) cos (kz) 


eesetzt wird. wo &. Ps. ”». 0, willkürlicehe Constanten bedeuten. findet man 
e 23 1/2, /2 2 


+72 608 (ms) sin (kz)-+ d,sin (ms) sin (Az) 


die Verschiebungen o, o, { gleich den Ausdrücken 


y 


ld; v do , dw 
0 0,+- 5 7 4 ? - + / 0. 
\ ; mark’ dr kr dsdz dr ° 
3 N / 
(18. ” + E \ X do = dv da, | v do,’ 
 Am'k’r ds dir g&E  r de) 
u .; — jbx-ay do , _,deo,) 


Fu GER J 


en ) ; ds | ds) 


Die Summationszeichen beziehen sich hierin auf beliebige positive Werthe 
von m und % mit Einschluss des Werthes m=0, jedoch mit Ausschluss 
des Werthes k=0. 

Um die Constanten «@, &,, ... 0,, welche sich mit m und k zugleich 
ändern, von einander zu unterscheiden, werden denselben, soweit erforder- 
lich, die oberen Indiees m und k hinzugefügt. 


ll. Bestimmung der Integrationseonstanten. 


$. 4. Die Werthe der in den Gleichungen (18.) enthaltenen will- 


kürlichen Constanten @, «,, ... d, ergeben sich aus der Bedingung, dass 





di 
M 
di 
bi 


D 
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die Druckkräfte R,, S,, Z, fürr = e den Funetionen (2.) gleich sein müssen. 
Man stellt zunächst die Formeln für AR,, S,, Z, her, indem man die Aus- 
drücke (9.) und (18.) in die Gleichungen (7.) substituirt. Die auf k=V 
bezüglichen Bestandtheile von R,, 8,, Z werden abgesondert; man setzt: 





| . (b—a, 1 De 1 
'R, = F«00os (ms 5 (Mm — 2) a" r"+2bm(m—1) er"; 
(m) 22 
us 69 \b-—-a, rt ER: ‚) 
+2 sın (ms) \ — m — 2) Pr" +2bm(m—1)P% r""\. 
(u) 'ı 2 
(19.) (g s / (b—a ulm Dam | In ‚0 
(19.) SI, = Zcosims)\) 5 mp" r"- 2bm(m—1) Pr r"; 
(m) < 
ee I 0 ! 
— 5 sin(ms) |) „ma r"+2bm(m— 1) rs. 
(m) (2 
Z, = - Zbmr"{yi" cos (ms) +01" sin (ms)}. 


(m) 


Ferner führt man für die folgenden neun Funetionen von r besondere Buch 
staben ein: 
a—b d m } 
‚ = (a-2b)y— -kr)y, 
IH a Y k“ ER Pi 


2m d w 





k dr r 
A 
dr 
(a—b)m dw 
j I k“ dr 
‚ ie (2 d’w } 
(20.) \ M, = b \ ae 7 aaa h v j 
| 
d ab 


M,;, = 2bm 
dr 


1 


\ ‚fm Nun. er 
(a -b)\ 7 + Äh r)y a 


dr ) 


a 


N, = bm 7 





| l 
\ r Br ä a 


Daun entstehen aus (7.) für die Druckkräfte R,, S,, Z, die 
Formeln: 
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| cos (ms) cos/kz)(a L+a, 1, + L;)\ 


+sin (ms) cos(kz)(ßL+ß,L.,+ß, 1) | 


&> 
l 

> 
NY 


. 


- 


*) | -+eos(ms)sin (kz) YL+yl-+yl) \ 
+ sin (ms) sin (k2)() L+0d,1,+0,L,) | 
cos (ms) 608 (kz) (P M+P,M,-+P:M,) 
2 EN \ — sin (ms) cos (kz)(@ M+a,M,-+@, | 
a; (m) | + 608 ms) sin (kz) (d M-- Ö, MN, + d; M,) | 





\— sin (ms) sin (kz) (y M+y,M,+7:M,) 
eos (ms) «08 (kz)(y N+y1ı N, +7 N;) \ 
+ sin (ms) cos(kz)(d N-+0, N, +0, N, 
. r Ssın (20s cos(kz)(« IN -P0O,1N,-r 051 2) 
Z = Zu+ & \ 3 x Pr s fi, r y 
vr) 1 —COS(MS) SM | kz) \@& N re N, + 0; N,) \ 


‚— sin (ms) sin (kz2) (PN -+P,N,+P,N,) 


, 





in denen die Summationszeichen sich nieht auf den Werth k=0 erstrecken. 
$.5. Die vorliegende Aufgabe, den Gleichungen (2.) durch passende 


Wahl der Integrationsconstanten «, @,, ... d, zu genügen, kann in drei 


einfachere Aufgaben zerlegt werden, bei denen nur je eine der Funetionen 
F(s,z). @(s,z), H(s,z) von Null verschieden ist. Es sollen nach einander 
die drei Probleme behandelt werden, deren respeetive Oberflächenbedin- 


eungen durch die Gleichungen 


(1. R(c)=F(s,:2), S,()=VQ(, Z[O)=Q, 
1) ZAe=%, S.(c)=G(s,2), Z,(c)=(, 
11.) ARleco)=V\, Ss.) =U, Z,()=His, 2) 


angegeben werden. woselbst statt (R,), Mies (Z,), . kurz R, (ce), S,(e), 
Z,(e) geschrieben worden ist. Dann sind, wegen der linearen und homo- 
senen Form aller Gleichungen, die allgemeinen Ausdrücke von oe, 0, { 
gleich den Summen der bezüglichen für die 'Theilprobleme erhaltenen 
Werthe. 

Vier in o, o, { vorkommende Constanten sind in den Gleichungen 
(21.) der Druckkräfte R,, S,, Z, nicht enthalten und bleiben folglich un- 


bestimmt. nämlich die Grössen a", 92”, 1, P” 


In der 'I’hat werden durch 
die Bedingungen für die Kräfte die eonstanten fortschreitenden und drehenden 
jewegungen des starren Körpers, die aus den Anfangsgeschwindigkeiten 
folgen, nicht ausgeschlossen, und diese sind es, welche durch die zu den 


erwähnten Constanten zugehörigen "Terme 





d: 
{ W 


W 


Ih 


d 


V 


A u u 


oe 


.. 
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21,0 1.0 


“1 > -. 1,0 i@ “7 \ AN 
Ysıns, 0= PM" coss— er sins+ Pr, 2 


- 


0 = 0, C08sS+ / Y 
dargestellt werden. Von den Drehungen kommt hier mur die um die 
Cylinderaxe (= Pr) in Betracht. Da der unendliche Cylinder betrachtet 
wird, und die Lösung rein periodisch nach z ist, sind constante Drehungen 
um die X- und Y-Axe in den abgeleiteten Formeln nicht enthalten. 

Für sämmtliche übrigen Coeffieienten ergeben sich eindeutiee Werthe. 
n7ı 

I 


m als » die heihe der ganzen positiven Zahlen ©, 1. 2, ... in inf. dureh- 


$. 6. Bei allen drei Problemen setzt man k = und lässt sowohl 


laufen. Die Constanten @, «@,, ... d, erhalten dem entsprechend statt 4 
den zweiten oberen Index n. 


Bei dem ersten Problem ist den Gleichungen 
R,(e)=Fis,2), S,()=0, Z(c)=0 
zu genügen. Für die (nach z gerade) Function F(s, z) besteht die Ent- 
wiekelung nach dem Fourierschen Satz 


/ \ z gen. = - \ 2.9 f nu ® I } N . f NS 
(22.) F(s,2) = s z ‚A "cos {ms )Cos j H- B"" sin (ms) cos | 


worin die Coeffieienten A”” und B”” die Werthe 


9 Ar; ‘ y 
| 2 ’ " nr 
Ar — / eos/mu\ du Fu, © COS de, 
rl. ur et | 
— TI 


a 2 Pi ö EEE nrstv 
IB" ni sin(mu)duf F(u, e)cos de 


I 


IV 


haben. mit der Ausnahme, dass überall. wo ein Index gleich Null ist, der 
Factor 4, und bei A" der Factor 4 hinzuzufügen ist. Die Gleichgewichts- 
bedingungen (3.) des starren Systems redueiren sich hier auf die zwei 
Gleichungen 

(24. RENT SO, 


Um der Forderung, dass für r = c der in (21.) angegebene Ausdruck 
R, mit der Reihe (22.) identisch wird, und S,(e) und Z,(c) verschwinden, 
zu genügen, werden zunächst die Uoeffieienten 


u} 


\ 
Ay Ar ar Äh 
4 I “ 


sämmtlich gleich Null gesetzt. Indem man sodann die zum Werth k=n=V 
gehörigen Coefficienten von der Betrachtung vorläufig ausschliesst, bestimmt 


man alle übrigen durch die Gleichungen: 
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(a8 | a? ” A ‚n a En a) Ben A un ar B, ao" ten A „N Ay “ 
it) en « reR n un N ne» n 
IP = 2" S .: Pi -b Ay . Er Er; ey 


ad ) 


und definirt die Grössen $"”, 51”. %:” durch das Gleiehungssystem 


L15"”+19"4L 5" =1, 


(26). ME SH ME” = 0, 
INN BEHNge = 0 


worin die Funetionen (20.) Z, L,. ... N, für das Argument r=e zu nehmen 
sind. Dann redueiren sich, abgesehen von 2=0, die Terme von R.(e) 
genau auf die entsprechenden der Reihe (22.) und alle Glieder von $,(e) 
und Z,(e) auf Null. Der getroffenen Bestimmung zufolge sind die Grössen 
C, %r ».. /» gleich Produeten aus je einem Üoefficienten der Fourierschen 
Reihe und einem Factor, der sich aus Besselschen Funetionen mit constantem 
Argument zusammensetzt; der letztere hängt von den angebrachten Druck- 
kräften nicht ab. Löst man die linearen Gleichungen (26.) auf, so erhält 


mn CAmn 


man %””, 7, 9%” gleich den für r=e zu nehmenden Werthen 


a EN a, RN MN, MN—MN 
2) ie a a, 


cerın® 
ey2 


) 


worin D”” die Determinante des Systems (26.) 
(28) D"" = L[M N: —-M,N)+L(M N—-MN,)+L(MN—M,N) 
für r= e bezeichnet. 
Es bleibt übrig, die Ausdrücke (19.) zu behandeln; R,(e) muss gleich 
den zu n=0 gehörigen Summanden von (22.), und S,(c) gleich Null sein. 
Die Grösse Z, fällt hier fort. Man setzt mit Ausnahme des Falles m = 1 


a! Fu A Mr ar un A" 3; RL 
I711.!) ne nd nd m) EC» m! 
| " — B % 2 u} — B 1%: 3 


> 


IV 
Ne) 


. 
Nut 


während für %°" und 3: die Gleichungen 


b —A \ mnepm ı t BE. 714.) 
5 (m—2)c" 3" + 2bm(m—1)e" "ii =, 


(30.) 


2 


> 


a ( “ " n— TOR) 
"mc" +2bm(m—1l)e""%" = 0 


aufgestellt werden. Hierdurch nehmen, abgesehen yom Falle m=1, die 
Terme von R,(c) den verlangten Werth 


SZ 1A" cos(ms)+ B'"" sin (ms)}, 
(m) 





un 


SC 


ir 
(; 
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und die von S,(c) den Werth Null an. Ans (30.) folet für m > 1 


3] em, 1 R\ 
Ji. Ö a—b) ec” ' Ö: 4b (m —I)c 


Für m=1 würden die Gleichungen (30.) eimen Widerspruch ent- 


halten. Hier kommen aber gerade die Gleichgewichtsbedingungen (24. 
des starren Systems zur Geltung. Da elastisches Gleichgewicht nur in dem 
Falle möglich ist, wo den Bedingungen des starren Systems genügt ist, so 
können ohne Berücksichtigung der letzteren nieht passende Werthe für 
sämmtliche willkürliche Constanten gefunden werden. Nach (24.) fehlen 
die zum=]1, a=0 gehörigen Summanden in der Entwiekelung der Function 
F s,z). Indem man 


32. a" — N! () 


setzt, verschwinden auch die entsprechenden "Terme von R, und S$,. 
Durch die obigen Gleichungen ist das erste Problem vollständig ge- 


- 


löst. Die erhaltenen Werthe der Integrationsconstanten, welche für » _ 0 
und ein beliebiges m dureh (25.) und (26.), für a=0, m>1 durch (29.) 
und (30.), für n=0, m=1 durch (32.) angegeben werden, sind im die 
Ausdrücke (18.) der Verschiebungen o, e, { einzusetzen. 

$. 7. Bei dem zweiten Problem, wo die Druckkräfte für r=e die 
Werthe 


et0).=%.. Ste) Wis), Zt 
annel Sry 7% TIa Ent ick 1 ne Gle a wi REN POPREN PER 
ANNEHMEN, 15T WE KENTWICKeiung der Function G|s,z3) genau anaiog zu del 


.,. y 


xeihe (22.); für die auf @(s,3) bezüglicehen Coeffiecienten sollen ebenfalls 


1* z . 1 . \ 
die Bezeichnungen A" und B"” angewendet werden. Die Uonstanten 


> I 
Ä . 1 . 1 > y* 1] . r . 4 2 « 
72, 0, 0,, 0, sind wieder sämmtlich gleich Null. Die Grössen «, &, -.. Ps 
‚ntrzt In; LYa13 IIIagp 2 I 
setzt man, den Fall »=0 ausgenommen, eleich den Produeten 
EEE? Br, at= — Buße am = - BG: 
ı)«) . 
Bei Are Be Amer, Br AO 


und bestimmt die Grössen &"”, 61”, 67” durch die Gleichungen 
L®""+L, &""-+-L, ©: : Q, 
PD | 

20 "a '+M,8"+NM,6:”" = 1, 
NO" N, GN," = 0, 


in denen L, L,, ... N, die Werthe (20.) für r=e bedeuten. Die letzteren 
Gleichungen geben für ©", 67”, ©" die Ausdrücke: 
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ER N | rl RENT Da 
II.) (5 = vr a 5, = N 2 . (55 = 


N ED 
a. 


LN-LN, 


m,» ’ 


2 


in denen D"” die Determinante (28.) ist. 
Man stellt ferner für »=0, m >1 die Gleichungen 


a = Bet, 0 = — Br", 


(36.) . HM (3 ( 0% 
P= 4", "= A": 


J 





auf, indem man die Grössen G"" und ©" dureh 


b—a / er > di \ 
\ 5 (m-— 2)" "+ 2bm(m—1)c"”&" = 0, 
97 \ 
ol. \ 
r b BEE da rs Bi z \ nn my 
| 9 me" +2bm(m—l)e""&" = 1 
oder 
' — 41 m — 2 
[p} dm.) In.) 
Id. 7 “ ($ > - \ > 
(38.) 6 (a—b)e" r 4b m (m —1)c"—? 


definirt. Während im ersten Problem für die analogen Gleichungen nur 
cer Werth m=1 einen Ausnahmefall bildete, ist hier eine besondere Er- 
örterung für die Werthe m=0 und m=1 erforderlich, da die Gleichungen 
(37.) tür beide einen Widerspruch enthalten würden. Der Unterschied rührt 
davon her, dass das Gleichgewicht des starren Cylinders in dem zweiten 
Problem, wo Tangentialkräfte gegeben sind, und daher die Drehung um 
die Cylinderaxe zu berücksichtigen ist, eine Bedingung mehr liefert. Die 


(leichgewichtsbedingungen (3.) lauten bei dem zweiten Problem 


Ar = 0 
Nach Ergänzung der obigen Bestimmungen durch die Gleichungen 
en) oO oO ben) oO 
(39) H'=a" = AV —-0 
ıst den Oberflächenbedingungen des zweiten Problems in jeder Beziehung 
genügt. 


$. 8. Bei dem dritten Problem, wo die Gleichungen 
R,(o)=0, 8,(c)=0, Z,(e)=His, z) 


in Kraft sind, haben die Constanten 7, Yı, 72, 0, dı, d, von Null verschie- 


dene Werthe, weil A(s,z) nicht als gerade Function von 3 vorausgesetzt 
wird. Man wählt, falls nicht »=0 ist, die Integrationsconstanten gleich 
den Produeten 





In 


F: 


fe 
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a Kan Pu : Zu a = — lt M _ (mn 
| \ gun _ _ Dung zum _ _ Dumm ann _ _ Dungs 
A. 
17 i A 2) / Fr D ‘ 1 ) 
0==— BvS na, BVG Ö B'”S 
in denen A Br 1", D die auf H(s, 2 bezüglichen Coeiheienten de: 
Fourierschen Reihe bedeuten, und setzt für 5”, 9”, 97” die Gleiehune 
. 1 h Li ALS, 


® > 
’ \ n R 
4] MS"+M,S 1,5) 
| nr&mı . 
N N) N, 8), 7 \s ) 
fest, worin r den Werth e hat. 


Ferner sei für ein beliebiges m 


+4. (dt =) u GE 7 
“ “ P) y * rv yı y % BE 4? u. ’ 
wodurch R, und $S, gleich Null werden. Endlich bestimmt man die Coetf 


cienten y7” und dj" durch die Gleichunge: 


A h RB 


ö ‘ bme"—!' bme"- 
N } . 4 b - I - (7 a j. 1 +) r B4 - 4 N 
Der Fall m =0 kommt bei den Gleichungen (43.) nieht in Betrae] n 
en zur=0, m=( gehüriges Glied weder ın Z,. noch auch. in Fol 


der Gleichgewichtsbedingungen (3.) des starren Systems, in der Entwick: 
lung von H{s,z) enthalten ist. 

Durch diese Bestimmungen nimmt die Druckkraft Z.(e) den 
lansten Werth H(s,z) an, während A,(e) und $,(e) verschwindeı 

Die Superposition der für die drei Theilprobleme abgeleiteten Al 
drücke ergiebt schliesslich die Formeln für das allgemeine Problem 
Ill. Augenäherte Rechnung für den Fall, dass der Radius des Cylinderquerschnitts 

eine kleine Grösse ist. 

Ss. 9. Aus den erhaltenen allgemeinen Integralen sind im Folsendeı 
Näherungsformeln für den Fall. dass der Radius e des Uylinderquerschnitts 
eine kleine Grösse ist, während die Periode 2/ von der Grössenordnung 
der Längeneinheit bleibt, abgeleitet worden. Wie in der Einleitung ang 
eben wurde, sollen in den unendlichen Reihen alle diejenigen Terme bei- 
behalten werden, welche in die Ausdrücke der Verschiebungen oder der 
Druckkräfte Summanden von negativer Dimension nach e und r einführen 
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Die angenäherten Gleichungen werden, wie ebendaselbst erwähnt, nur für 
das erste Problem entwickelt werden, da dieses für die Biegungserschei- 
nungen ausschliesslich in Betracht kommt. 

Substituirt man die im $. 6 für das erste Problem gefundenen Werthe 
der Integrationseonstanten in die Gleichungen (18.), so entstehen für die 
Verschiebungen o, o, I die Ausdrücke 


m. E / \ . \ NH 7TZ ( 
oo = 9Htr2 2 A COS(MS) + b"sin ‚ms eos 7 1 
ge 
s 1 L. k a . N n 7 > _— 
44 + 3 5 !B"”"eos(ms) — A sin \ ms cos \) 
= a 08 (ms\ -- B“* sin {ms\\ sin "En 
L rt & 3 |4"" cos(ms) + B""sin(ms)} sın ı 
worin DB”. 2”, WW" die folgenden Funetionen von r bedeuten: 
Bun — _Ö MN” 9. gm I 
' k” mw k A 
Br n2 R X i RS dıy -: im 
4 Be u ' f 
4 I, — 2. + mis,’ 
r k ar 0: r 
'y —— 77 aw—by)— ki" w. 
nV 


Die Herstellung der Constanten 5°”, 51”, 82” bildet den Haupttheil 


v 
.. 
‘ 


der Näherungsreehnung. Nach $. 6 sind dieselben gleich Quotienten, deren 
Zähler und Nenner sich aus Produeten der Reihen w und ihrer Ableitungen 
für das Argument r= ce zusammensetzen. 

Man schliesst den Index »=0 vorläufig von der Betrachtung aus 
«l setzt ausserdem zunächst m > 1 voraus. Wenn die Zähler und Nenner 
der Grössen 5. %. 9% auf ihre Anfangsglieder redueirt werden, so findet 
man für 2>0, m >1 aus den Gleichungen (27.), (28.), (20.) die (auf das 


Argument r=e bezüglichen) Werthe 


MN:—M,N, = 2b’ c""m’(m—1), 


u 2abe:" > m’(m—l1 
| m. N —M N, _— .—s - 
i h be" > m’(m —t 
jr N —-MN = E 2a-+(a—b) m). 
D = 2(a—b)b’ em’ (m—1). 
In erster Annäherung hat man daher für >60, m >] 


ul 
(71 
nA 


he 


W 


Zi 
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, N‘ rn . 1 1 i ( 1 Fr 2% { -) 
46. = h Ay _— . %: 5 dit 


a—b Ü no a— b bi r 2 a—b bh + 

I Ze 2 . nz ce ai i 
k bedeutet hierin (den (Juotienten / . Substituirt man die Werthe (46 11 
das Gleichungssystem (45.), so eroieht sich. dass dieselben eenau dem fest 
esetzien Näherungsprineip entsprechen. Denn in pe \) sind die Con 

> nn 4 . ni ” ılı n dım d; | 
stanten %", %ı. 9%” mit den Funetionen Sr = “ multiplie 
I I dr (dt) 
welche nach (12.) und (17.) sämmtliech die Anfangspotenz r haben, wı 
in R“” mit w und y, deren Anfangspotenz r“ ist. Die Anfangsglieide JI 
N _ . . ' - r l 4 
» und >| sind hiernach «em (Juotienten proportional, also von ı 
z 
Dimension —1l nach e und r, und das Anfaneselied von R von der Di- 
mension O0. Die nächstfolgenden Summanden von BP” und Q”” haben. 
die Reihen nach ce’ und r” fortschreiten. die Dimension +1. die von R 
die Dimension +2; dieselben „ehören daher. ebenso wie alle weiter: 
Terme, in die Ordnung der zu vernachlässigenden Grössen. 

Durch die Reduetion der Constanten 8. %.. % auf die Werthe (4 
und der Funetionen w und % auf ihre Anfanzszlieder werden nun aber « 
Grössen B"”, DO”, NR identisch Null. Folelich fallen aus 1 ano 
näherten Formeln sämmtliche Summanden heraus. die sich auf m>1. 
beziehen. 

Für m=0, n>0U erhält man in erster Annäherung 

be 
H.N,— M N 
. , 
- . 3a - 2D . 
(MN—-MN = hekt, 
16 
3a — 4l 
\ D - - h ch x 
\ 16 
während %” und Q&” verschwinden. Die entsprechenden Werth: 
‘% >) De 3] 
20: u w son re. OA ei) 
(4%7.) Fr 2 R eh), Y 
e Ö 3a—4b O1 ( 3a— 4b b 
erweisen sich bei der Substitution in (45.) als ausreichend für den hie: 
durchgeführten Grad der Annäherung und kommen gleichzeitig mit den 
. dam BE ni | u 
Anfangsgliedern von w, %, Ir! gr mV. 
b—-a,.0o; k’r 
.- m“ ER 
1. 4b f Fo u 9) rn Tr, 
zur Anwendung. Es ergiebt sich, dass die Glieder von P’” und R'” sämm 


‘ 
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lich von positiver Dimension nach e und r sind, mit Ausnahme des in R"” 
2b— a 

da — 4b bk 
spricht in (44.) ein von z allein abhängiger Summandus von [, der eben- 


enthaltenen eonstanten Terms Oter Dimension Letzterem ent- 


falls von der Oten Dimension ist. Nun hat man, dem Prineip der Näherungs- 


rechnung gemäss, bei den Verschiebungen Terme von der Dimension 0 nur 


insofern zu berücksichtigen, als ihre Differentialquotienten nach r, x, y in 


den Formeln der Drucekkräfte zu Gliedern von der 


vo 


imension —1 Veran- 
lassung geben. Da dies bei dem obigen, von » allein abhängigen Term 


nicht der Fall ist, hat man denselben gleichzeitig mit den Gliedern positiver 


Iimension fortzulassen. Auf diese Weise verschwinden alle zu m=0, n>0 
rehörigen Summanden aus der angenäherten Lösung. 
Endlich fallen auch die dem Werth 2=0 entsprechenden Grössen 
0. Or, S, fort. Denn nach Einsetzung der Werthe /31.) in die Gleichungen 
16.) sind sämmtliche Terme von positiver Dimension in Bezug auf e und r. 
In den angenäherten Formeln bleiben daher nur die zu m=1, n>0 
rehörigen Funetionen PB, Q, R übrig, so dass die Gleichungen (44.) in die 


foleenden übergehen: 


LT. - 
£ n77 
h) 1.» In „7 - ll,n 
o = F |4"c0oss+ b’"sins! cos ‚ lad 
WE. 
a is Kü Ina? NT 1, 
AS, 0 = ») 'B coss— A sins,; cos Pie 
==] 
’ L. > - 
r u. 4 > B.. P} nN7 = ra \ 
Ic = 3 4”coss+ B'”sins! in ——R 
l { 


Ss. 10. Bei Aufsuchung der dem festgesetzten Näherungsprineip 


. a a a 
entsprechenden Werthe der Uonstanten 9. X 


5;” hat man je zwei Terme 
der Reihen /L, L,. ... N, für die Berechnung ihrer Zähler, je drei Terme 
für die Berechnung des Nenners D'” (weil die Anfangsglieder sich dort 
gegenseitig aufheben) zu berücksichtigen. Dann werden mit der Genauig- 
keit. dass mur die vierte und die höheren Potenzen von e neben der Ein- 
heit vernachlässigt sind, die Ausdrücke 


h ck‘ 


M, N, Drn M, N, = = j Rn icKhN 
| 2 = 
| h ( IR ( 3 a sh ' 


M.N—-MN, = —— ja-2-— ec RL, 

49,‘ « il . 

ni; ’ 3 he 
MH N, ri M, N 


3a u h \ 


) ce R\ . 


\ ' if ’ 
a+b+\3a—2b— 


4 24 
h’etktı ’ 2>a 4 \ N) 
D' = 33 —4b-| — —)eckK} 
S ! om | ) 





Hi 


In 


Mm 
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FOREN, 
erhalten. Für —, hat man, da ein Quotient von der Form ur mit 
u Ta 
1— Ke’ identifieirt werden darf, die Gleichung 
i 4 n 1_fı a \ ep) 
De 3a — 4b) b’c*k* ! \3 ! 24(3a—4b)/ . 
Hieraus entstehen für %'”, 9”. 9” die Näherungswerthe 
in. 4 1 4 fi ww 2b 2 N ) 
\ 3a—4b)K?" cc’! \2 1412 (3a—4b)/ ) 
h -() An _ 4 | RR oh 2a—b = a’ + Rab — 4b Rh ' 
9 3a-—4b)bk’ c® N = l 12 (3a — 4b » 
FE 2 ] = N Da lb a?’—Tab--60? ) 
2 Pe 3a—4Ab)bk* c’\ 2 12 (3a 4b Jeny 


In analoger Weise sind die in (45.) vorkommenden Funetionen w, z für 
m—1 auf ihre zwei ersten Terme 
’r? Dun ( f kr” \ 


_- . \F | 
ie) 2b 8 / 


zu reduciren. Indem man sodann durch die Gleichungen 


u | a— 2b ER 
> \@a—-#)5 E' 2-3 E’ db E E: 
er Hab) .. 2 

3a—4b)b 3G@a—M)b E 


die nur von a und b abhängigen Uonstanten E, E,. E,, E, definirt. findet 


man für 9”, DO”, R'” die Ausdrücke 
u. 4 1 2, 
5! au ü r 
\ Ec’k’ E,ci E.c’h 
2 El 4 1 2 
O4. tr — —_— - = 
Eı k*® E« Ri J ( 7 


R FOR nr v . . . . 1. mn . 
ın denen %k für steht. Durch Substitution derselben in die Gleiehuneen 
48.) ergeben sich, wenn durch U und V die nur von z abhängigen 
Summen 
er „1 im N . gr NT: 
(53. N F- — CO8 8 & ——C008 
m ı N 


bezeichnet werden, für die Verschiebungen o, o, I die angenäherten Werthe 
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a\* u Lee | f 1 N il } f PERIR:, 4V if 4 u. d’y) 
ee u ee Fe rn Ec? \E;c 6.) a 

£ n\ sc RT FL uf ii, ı\ED 
54.7) 0 = ee a Et E,c’ ) ET \ BET 0) dz’h® 


ar: wi Br avı, PENE 0 N 
AI rd tor, dz) r (2- i, KEN a FE ern m 


F 
E, 


Man kehrt mittelst der Gleichungen (1.) zu den geradlinigen rechtwinkligen 
Coordinaten und den ihnen parallelen Ausweichungen zurück und erhält 


Er 1: 1: 1; N 
dann die schliesslichen Formeln: 


PR; IT 1 dU, 2 (ey EU, ?2ay d’Vı 
(N />T ge’ E,c 2 Ec\ ce di © da)’ 
— (M\ AV ii dV _ 2 (y—-a’dV ., 2zy d’UN 
Jr). \ az tz Pe Ey 3 
2 NIT SE Bode, Eet et 0...) 
I; sT \+ arzdlü, ydarı\ı , fi 1, a°- Bit: EU: > N 
| Br 1 ee nu . en h; 
DIT RT NE EB BEINE TE MN 


s. 11. Das Fortfallen aller Coeffieienten A und 5”, in denen 
m- 1 ist, hat eine einfache mechanische rar Man schneide, für 
ein beliebiges z, durch zwei unendlich benachbarte, zur Cylinderaxe senk- 
rechte Ebenen eine Scheibe von der Dieke dz aus und vereinige, indem 
man die kleine Scheibe als starr ansieht, die an der Peripherie derselben 
angebrachten Druckkräfte F(s,z). Dann erhält man parallel der A- und 
Y-Axe die resultirenden Componenten 

odz f F 8. z COSS ds, eds "F 5, 3, sins ds, 
I I 

welche durch &dz, Y)dz bezeichnet werden mögen. Die Kräfte X und 


die auf die Längeneinheit bezogen werden, sind periodische gerade Functionen 


von 3 allein. Ihre Entwiekelung nach dem Fourierschen Satz, bei welcher 


die respeetiven Anfangsglieder wegen der Gleichgewichtsbedingungen (3. 
verschwinden. laute 


oo. » > N7TZ gr N 775 
0) &= 31,008 —, = 3 0,008 
y} 1 ! z y 1 


Dann haben die Coeffieienten a, und b, die Werthe 


L 
2c f” a nv 
|.=7 / cosuduf F\u, e)c08 de =ncA'”, 


wo. 71 


2 n nzv . 
Ib, = / sinuduf F u4,0)C08- de =neB'” 


I 


(def 
die 


neh 


ho1 
mul 
in 

| 

(lei 
vo] 
ein 
R' 
Ve] 
eht 


(o: 


W v 


od 
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>) Y 


Die Beziehung zwischen a,, &, und A", B’”, in Folge derer die Funetionen 


U und V auch dureh 


‚.-ox Be 2 nsTz ) PD nz 
(98. ) U R: ‚cos : } > —- cos 
’ FC. ı N / TC n‘ 


definirt werden können, zeigt, dass in der hier durchgeführten Annäherung 
(die gesammten Verschiebungen ausschliesslich von den resultirenden Compo- 
nenten X und )) abhängen. 

Da ferner die Ausdrücke (55.) in Bezug auf U und V linear und 
homogen sind, so superponiren sich die zwei Fälle, wo nur U, bezüglich 
nur V von Null verschieden ist. Folglich zerlegt sich der ganze Vor: 
in zwei von einander unabhängige biegungen, von (denen die eine dureh dis 
der X-Axe, die andere durch die der Y-Axe parallelen Componenten he 
vorgebracht wird. Bei der Discussion der Lösung kann man sich auf dies: 
einfacheren Fälle beschränken. Es werde daher, für ein beliebivees x. 
B'"—0 gesetzt, wodurch 9) und V verschwinden. Die X-Axe möre als 
vertical genommen werden. Dann hat man für die Biegung in der Vertiea) 
ebene, d. h. für die Verschiebungen, welche von den der X-Axe parallelen 


Componenten (der äusseren Druckkräfte herrühren, die folgenden Gleichungen 


j 


TB RT ET u 
2 4 a2y dU 


/ \ GG a Ec c ds 
BE 
(F)L 


4 = dÜ, ( | wer y\ı dl 
ME m, 7 
welche der weiteren Betrachtung zu Grunde zu legen sind. 


POT a: En 


74. 


Ec’ c d 


ce #08 


Ss. 12. Man nennt elastische Linie den geometrischen Ort der an- 
fänglich auf der Cylinderaxe befindlichen Theilchen. Nach (59.) ist fü 
z=0, y=V0 auch 7=0, {=0, so dass die elastische Linie in der XZ-Ebene 


liegt; die Ordinate derselben ist &, die Abseisse 2. Die Gleichung de: 


elastischen Linie lautet nach (59.) 
‚n “ 1‘ y I* FU 
60.) © —— UÜ— —— —, 
p a"Ec’ n’E.c di 


oder in erster Ammäherung 


ART 41* i 4l* 24, NT 
(61. < 4 a 7 _ - En N ze 4 COS ® 
a’Ec’ n’Ec ı nn 


Diese Uurve ist als allgemeine elastische Linie zu bezeichnen, da die äusseren. 
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der AX-Axe parallelen Druckkräfte, welche die Biegung erzeugen, willkürlich 
geblieben sind (entsprechend dem Fall eines Balkens, der eine Mauer von 
beliebig wechselnder Höhe trägt). 
Behält man in den Gleichungen (59.) nur die beiden grössten Terme 
(von der Dimension —3 und —2 nach e, x, y) bei: 
a ee” 1%. MU 


‘62. ea ZA, S=- Ä 
2 " a’E 0° 5 ’ u ER dz 


so hat man einen Vorgang, wie Ihn die Naviersche Theorie angiebt. Die 
Theilchen, welche anfangs auf einem beliebigen zur Cylinderaxe senk- 
rechten Querschnitt 3 = 2, liegen, mögen nach der Detormation die Coor- 


oO 


dinaten x’, y', 3 haben. Dann ist nach (62. 


| Me ee, ; 

alltude Wi il Sun dn Zaup 5 Ba a er 97 
r‘ 2 TER \, ' ’ [’ ‚+ 
ferner !=xcH+S, y =y; es folgt 

4E /dUN nn a 

Km Zu Tt ‘a n S —. 

n*Ee: \ ds /: 
1 * 4 * _® 1 1 - 4l* Tr . . 1 

Durch diese Gleichung wird, da S= U(z,). also constant ist, wieder 


s*Ec’ 

eine Ebene, und zwar die Normalebene zur elastischen Linie (61.) dargestellt. 
Die Gleichungen (62.) drücken daher einerseits den Uebergang der Cylinder- 
axe in die elastische Linie (61.),. andererseits eine Drehung der (unverändert 
bleibenden) kreisförmigen Querschnitte in die zur elastischen Linie senk- 
rechte Stellung aus. 

$. 13. Die Werthe der Drackkräfte für einen beliebigen Punkt er- 
hält man durch Substitution der Ausdrücke (59.) in die Formeh 


’ | IE j e dh IE 
X,=(0-2)94+ 9», Y,=Z,=6(2+—), 
da dz dy - 
dı Ei dEN 

/ ae .) & BZ > i 7 — ) u / urn = 

Y (a—2b)I-+-2b dy a, za A, Ku + ) 
' ILL ; ds dn 

/, R u: 2 } I - 2 - d _ _ / \ _ ehe : } . 

2.=(0-2)94254., = Y. bl +) 


Da in den hierdurch entstehenden Gleichungen die Glieder Ot*r Dimension 
nach ce, x, y nicht mehr genau sind, so hat man bei Ausführung der Sub- 


stitution die in Z vorkommenden Summanden von der Dimension Null nur 
für die Differentiation nach z und y, wo die Dimension gleich —1 wird, 


nicht auch für die Differentiation nach 3 beizubehalten. In Folge dessen ist 
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4 7/2 i\z dU —— & 2 d’U 


$=- 1 Bu h r — 
ce E E / c da” 3a—4b)ce? c di’ 


und nach Berücksiehtigung von (51.) ergeben sich die Näheruneswerthe: 


u, ie ieN, 
\z _4Ayinz du 
c.\n/ da!’ 
(b: .) ‘ x L b ( L N \/ | “ i \ 2’? h- ® y U 
B/EN/I 1 \22zy d’U 


ce \na/\b E/ € da 


Die Constante E ist der sogenannte Elastieitätsmodul, E, der Uoetficient de: 
Y 
Ouercontraction, b der Torsionscoefficient: endlieh wird dureh z- . r die 
sogenannte Äubische Compression angegeben *) 
Aus den Componenten X,. Y,, X,, welche den Gleichungen /63.) zu- 


s da 


folge den Werth 0 haben. setzt sich auch die gegebene Obertlächenkratt 


F’'s,z! zusammen, so dass letztere für die anzenäherte Lösung ebenfalls 
der Null «leichzuaehten ist. Dies könnte auffallend erscheinen. da doe] 
der ganze Vorgang der Deformation dadurch bedingt ist. dass F/s,z) von 
Null verschiedene Werthe annimmt. Indessen erkennt man leicht die Noth- 
wendigkeit des obigen Resultats, wenn man bedenkt, dass nach dem hier 
geltenden Näherungsprineip nur diejenigen Werthe beizubehalten sind, die 
eine negative Dimension nach ce, x, y haben, also für ein unbegrenzt kleines 
c unbegrenzt gross werden: letztere Eigenschaft kommt aber den aussen 
angebrachten Druckkräften offenbar nieht zu. Die Gleichungen (59.) und 
(63.) enthalten daher die Kraft F/s, z) nur indireet, indem sie ausschliesslich 
die durch dieselbe hervorgebrachte Wirkung, nämlich die erzeugten grossen 
Spannungen und Verschiebungen angeben. — In Bezug hierauf ist hervor- 
zuheben, dass die Näherungswerthe (59.) aus den streng hergeleiteten all- 
gemeinen Integralen, in denen keine Voraussetzung in Betreff der Grösse 
des Radius ce gemacht wurde, erhalten worden sind. 

Die Kraft Z, ist nach (63.) von der Dimension —2 nach ec, y, x, 
während X. und Y. von der Dimension —1 sind. Dies hat zur Folge, dass, 
abgesehen von den Fällen, wo Z. verschwindet, die Maximaldruckkraft, die 


zu einem beliebigen Punkte (durch den man alle möglichen Flächenelemente 


*) Lame, Theorie de l’Elastieite, pag. 74—76; daselbst steht jedoch E für E 
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legt) gehört, stets mit Z, identisch wird. In der angenäherten Formel für 
jene Maximalkraft treten, wie aus der Betrachtung des Elasticitätsellipsoides 
hervorgeht, nur die Quadrate X und Y’ als Summanden neben Z? auf, und 
da in Z, die Terme von der Dimension Null nieht mehr genau sind, so 


hat man X; und Y zu vernachlässigen und nur das Anfangsglied von Z? 


beizubehalten. — ie Tragfähigkeit des eylindrischen Balkens — so weit 
von derselben bei den hier behandelten, innerhalb der Elasticitätsgrenze 
bleibenden Vorgängen die Rede sein kann — ergiebt sich aus der über- 


haupt vorkommenden Maximalspannung (dem Maximum Maximorum), d.h. 
dem Maximalwerth von Z.. 

$. 14. Bezeichnet man die Krümmung der elastischen Linie (61.) 
durch &, so besteht die Gleichung 
dz’ n'Ec’ d” ? 


da man, wegen der für die allgemeinen Elastieitätsgleichungen vorausee- 


. Kia ) Mi ur 
setzten Kleimheit der Deformation, & mit FR identifieiren darf. Der in 
(63.) angegebene Ausdruck von Z, kann somit auf die Form 

(64. Z. = -ExAR, 


gebracht werden. Diese Gleichung, der zufolge, abgesehen vom Vorzeichen, 
die Druckkraft Z. durch das Product aus der Krümmung der elastischen 
Linie, der Verticaleoordinate und dem Elastieitätsmodul dargestellt wird, 
bildet. wie bekannt, den Ausgangspunkt der Navierschen Theorie der Stab- 
biegung. 
| Als Ausdrücke der Verschiebungen giebt Naeier in den von ihm 
behandelten Fällen allerdings nur die Werthe (62.) an, aus denen für Z. 
das Produet —ar&, nicht —ExrR folst. Zu der Formel (64.) gelangt 
Nawier, indem er stillschweigend die Quwercontraction, welche den in (62.) 
enthaltenen Dehnungen und Pressungen entspricht, hinzugefügt denkt (wie 
aus seiner Voraussetzung, dass die einzelnen Längsfasern als isolirte be- 
handelt werden können, hervorgeht). Die auf die Quereontraetion bezüg- 
lichen Terme, welehe im dem Gleichungssystem (59.) 

’65.) Sa ( It 2 #—-y dU i Re 7 4 ay d’U 

ee Ag’ Eee ® Wr! Tai Be ei 


lauten, sind explicite erst von Herrn de Saint- Venant angegeben worden. 


Die hier erhaltenen Formeln beziehen sich nur auf den Kreiscylinder, sind 





abe 
las 
spr 


we 


eo1 


(ic 


2 
ucı 


[A 


eir 
kei 


huı 


ble 
ko 


Im 
Di 











Pochhammer, zur Biegung des Kreiscylinders. 549 


aber darin allgemeiner als die des Herrn de Saint-Venant, dass die Be- 


lastung eine willkürliche ist. Die Ausdrücke (65.) stimmen mit den ent- 


sprechenden de Saint-Venantschen Formeln für den Kreisevlinder *) überein. 


5} - 


( * » % » . - 
wenn 7: dureh eine lineare Funetion von z ersetzt wird. 
di» 
Es ist leicht zu zeigen. dass die Verschiebungen (65. die Quer- 


eontraetion bedeuten. Ausser den Summanden /62.) und /65.) sind in deı 
angenäherten Lösung (59.) noch die "Terme 


(IN 1 dU er 1 ze +ty\x d’I 


(bb. S-— u | + 
j \n/ E.c dz" q \n/ E. E Ec’ /c dz 


| 


enthalten. Letztere liefern jedoch zu den Werthen der Druckkräfte X 
Y,, X, keinen Beitrag. Da nun die Verschiebungen (62.) nicht die Eigen 
schaft haben, diese Druckkräfte verschwinden zu machen. so stellen dis 
Terme (65.) gerade diejenigen Verschiebungen dar, die zu 62.) hinzutreter 
müssen, damit X,, Y,, X, gleich Null sind (die einzelnen Längsfasern also 
keinen Einfluss auf einander ausüben). Hierdurch wird aber bekanntlich 
die Quereontraetion definirt. 
Von den Termen (66.), die ebenfalls mit der de Saint-V enantschen 

Lösung übereinstimmen. ist der Werth S und der Summandus 

z’ rıı ı Ne dU 

> \n/ \E, R E,/c d 
den in (62. angegebenen Ausdrücken $, respective S analog gebildet. Durch 


j (s /I =’, Ti c d’U . | .| . . . 
den Summandus S=( ) Lu wird der beliebige Querschnitt 
b \/T/ Ee ce 4° 
>= 2, in eine Fläche dritten Grades verwandelt. — Die mit „, multipli- 


eirten Glieder, welche zu den Werthen (63.) der Druckkräfte überhaupt 


keinen Beitrag liefern, drücken für die angenäherte Rechnung nur eine Dre- 


’ R ö .._ Sa” \ 
hung. mit der keine Verzerrung verbunden ist +7, )), aus 
is ( nf / 


r 
1 


$. 15. Bei den analogen Näherungsrechnungen für das zweite Pro- 
blem enthält der Ausdruck für o das im ersten Problem nicht vor- 


kommende Glied 


(67. 4’ r 272 A” nrtz 
7.) u : - —(OS . 
| I ern I 


Im Uebrigen aber ergeben sich genau die Formeln des ersten Problems. 


Die Verschiebung (67.) drückt eine Torsionserscheinung aus, bei der die 


*) ]. e., pag. 147; die X-Axe ist dort der Cylinderkante parallel. 
+ Du 
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kreisföürmigen Querschniite keine Verzerrung erleiden: auf die Coeffieienten 
A” ist eine ähnliche Betrachtung, wie der $. 11 für A'’” und B'” enthält. 
anwendbar. — Bei dem dritten Problem sind grosse Spannungen gar nieht 
vorhanden, weil der Hebelarm für die angebrachten Kräfte klein bleibt: 
die auftretenden Druckkräfte sind vielmehr nur von derselben Ordnung, wie 
bei dem einfachen Zug oder Druck. 

$. 16. Die erhaltenen Näherungsformeln sollen auf zwei einfache 
Beispiele angewendet werden. Man hat für dieselben die Funetion U zu 
berechnen. Erstens werde der Fall betrachtet, dass der Cylinder nur in 
der Mitte der Periode, bei 3= (0, belastet und bei z = +/ unterstützt (d.h. 
der Naeierschen Formulirung zufolge eingeklemmt) ist. Da die Druckkräfte 
auf die Flächeneinheit bezogen sind, bleibt eine auf einen einzelnen Punkt 
wirkende Kraft ausgeschlossen; aber die Kraft F/s,z) wird nur für sehr 
kleine Flächen als verschieden von Nuil vorausgesetzt. Die Normalkraft 
F werde bestimmt durch 
e ee und 0<3<E, 
Fis,2)=K für 
| ne <s<n md I-e! <z u 
wo & €, K constant, und e, € sehr klein sind: ferner sei F eine gerade 
Function nicht allein von z, sondern auch von s, und ausserhalb der an- 
gegebenen rechteckförmigen kleinen Flächen überall gleich Null. Dann 
erhalten die Coetficienten A4'" die \Werthe 

| (9, wenn a gerade, 
A” = Shi ıne 


. ° / 
Kae — sınesim 


wenn » ungerade. 
nn l 


Indem man die in der Mitte angebrachte Gesammitlast durch —2P be- 
zeichnet und P an Stelle der Constante A einführt, wird 


Er z Br ui nn 

(68. U= —- —- 3 —— sn —— 208 — 

TC(n) NE I N 
worin » die ungeraden Zahlen durchläuft. Wegen der beliebigen Kleimheit 
F ul 2. r ii. ne 
von € kann man in dem Näherungswerth /68.) das Produet na SIR 


durch 1 ersetzen. Dann findet man für das Intervallz==0 bis z=/, nach 


Benutzung der Entwickelung von (3-8) nach dem Fourierschen Satz, für 


U die Gleichung 
FERN n'P\ vr IN 
( 69. U vn 2Pe \3 (z u ) De 4 (2 -i 2 ) 


Der Werth der Funetion U im Intervall —/<z2<{0 ergiebt sich aus ihrer 
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Eigenschaft, gerade in Bezug auf z zu sein. — Durch Substitution des 
Ausdruckes (69.) geht die elastische Linie /61.). wenn man den Punkt 
z—() seine Anfangslage behalten lässt, in die Parabel dritten Grades 


- 2P la gP\ 
le 5 2 3) 


nc’ 
über, welche mit Naviers Formel völlig übereinstimmt. 

Zweitens soll der Fall behandelt werden, den die Nawiersche Theorie 
als identisch mit der Aufgabe des am einen Ende eingeklemmten. am an- 
deren Ende freien Stabes von der Länge „ ansieht, auf welchen längs der 
ganzen oberen Kante eine constante Verticalkraft einwirkt. Es sei nämlich 
(indem die Unterstützung bei 3=0 berücksichtigt wird) 


j en E N 
\ K für tr und 0<z = 
F 5, — IK a a $ 
für n—-—e<s<n und 0<z3<i; 
\ 2e 


ausserdem setzt man F als gerade Function von s voraus und trifft für das 


Intervall 3= . bis =! die Bestimmung F(z2)=—F(lI—-z. Im Uebrigen 


nz 


sei F=0. Eine ähnliche Rechnung wie im ersten Beispiel ergiebt dann in 


ne. 
dem Intervall 0 <z< — für U den Ausdruck 


> 
- 


. Pa’ I u. I 
1. E, > ”s)i5 -1(5 —3)\, 


bl!c\2 / 


worin durch —P der Werth der constanten Verticalkraft für die Längen- 


* . . hd Vor I . Y * 4 . 
einheit bezeichnet ist. Für das Intervall „ <2<Z/! wird U durch die Glei- 
chung U(z) = —U(l—z) bestimmt. — Nach Einsetzung des Werthes (71. 


liefert die Gleichung (61.) die elastische Linie 


>) 3 s 8 
A u 0 ERBE SHSER 1 7 
in DEE Biakr 25 u 


Dies ist genau die Parabel vierten Grades, welche in der Navierschen 


ran l I ch 
['heorie abgeleitet wird. Setzt man „—z=z, „— =4 und das Trägheits- 


> 
- 


moment des kreisförmigen Querschnitts =J, so wird die Gleichung (72., 


nr 
4 
in der üblichen Form 

Pzx' \ a?) 


aan ei: 1 H 
(13. SER -TI 


In 


erhalten. 
Kiel. im März 1875. 











Ueber stationäre Flüssigkeitsbewegungen mit Berück- 
sichtigung der inneren Reibung. 


(Von Herrn A. Oberbec!:.) 


Die allgemeinen Differentialgleichungen der Hydrodvnamik, bei 
welchen die innere Reibung mit in Betracht gezogen wird *), sind bisher 
hauptsächlich zur Lösung einer besonderen Classe von Aufgaben verwandt 
worden, von Aufgaben. welche dureh die zur numerischen Bestimmung der 
heibungseonstanten angestellten Versuche gegeben waren **). Viel zahl- 
reicher und vielseitiger sind diejenigen Probleme der Hydrodynamik. welche 
ohne Rücksicht auf die Reibung behandelt worden sind. Besonders hat in 
neuerer Zeit eine Art von Bewegungen, welche man als Strömungen. beein- 
flusst durch feste Körper in der Flüssigkeit, bezeichnen kann, die Aufmerk- 
samkeit hervorragender Mathematiker auf sich gezogen ***). Ich habe ge- 
funden, dass ein Theil dieser Aufgaben auch dann löslich ist. wenn man 
die allyemeineren Ditterentialgleichungen zu (runde legt. 

Alle Flüssigkeitsbewegungen. bei denen die innere Reibung eim 
nolle spielt, verdienen ein besonderes Interesse durch den nahen Zusammen- 
haug mit denjenigen Bewegungserscheinungen, welchen Herr Helmholtz Y) 
den Namen Wirbelbewegungen gegeben hat. Diese Beziehung, auf welche 
Herr Helmholtz selbst zuerst aufmerksam gemacht hat, und welche damn 
ausführlicher von Herrm Stefan T7) besprochen und bei Strömungen dureh 
Capillarröhren nachgewiesen worden ist, ist bisher noch wenig für die 


Theorie der Flüssigkeitsbewegungen mit Reibung verwerthet worden. Sie 


*) Aufgestellt von: Navier, Memoires de lacad. des sc. de Paris VL, 53%; 
Poisson, Journal de l’ec. polyt. XIII., eahier 20, 139; Stokes, Cambr. philos. Trans- 


actions VIIL., 287. 

##*) Helmholtz und Piotrowski, Ber. d. Wien. Acad. XL., 607—655. 0. E. Meyer, 
dieses Journal Bd. LIX., 229—304; LXXIHL, 31—69; LXXV., 336—347. Lübeck, 
Bd. LXXVIL, 1—38. 

*##)  Dirichlet, Monatsber. der Berl. Akad. 1852, 12—17. — Clebsch, dieses Journal 
Bd. Lil., 103—132. Kirchhoff, dieses Journal Bd. LXXL., 237— 252 und Vorlesungen 
über math. Physik, Leipzig 1874, 214— 250. 

*) Helmholtz, dieses Journal Bd. LV., 25—-56. 
Tr) Ber. d. Wien. Akad. XLVI, Ss—32; 495-520. 
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ist indess von fundamentaler Bedeutung für die Behandlung einer eanzen 
Classe von Aufgaben, wie die folgende einfache Betrachtung zeigt. Ist 
eine Flüssigkeitsbewegung ohne heibung so beschaffen, dass sie ein Ge- 
schwindigkeitspotential zulässt, ist für diesen Fall die Aufgabe gelö BA‘ 
das aa bestimmt, so hat man bei he 
der Reibung zu den vorher gefundenen Geschwi : enten nur 
diejenigen Integrale der hydrodynamischen Differentialgeleichungen, welche 
den Wirbelbewegungen entsprechen, hinzuzufügen. Die darin auftretenden 
willkürlichen Funetionen lassen sich dann in vielen Fällen FREUEN! des 
Geschwindigkeitspotentials durch die Oberflächenbedingungen bestimmen. 


In dieser Weise ist hier eine Reihe von Aufgaben behandelt. bei 


“ 


welchen, ohne Reibung, die Geschwindigkeitscomponenten durch die Diffe- 


rentialquotienten einer Funetion ausgedrückt werden können. Diese Funetion 
soll von der Zeit unabhängig sein, d.h. die Bewegung wird als stationär 
angenommen. Es wird die Frage gestellt, welche Grössen, bei gewissen 
Annahmen über das Geschwindigkeitspotential und bei entsprechenden Vor- 
aussetzungen über die Grenzen der Flüssigkeit, zu den ursprünglichen Ge- 
schwindigkeitscomponenten hinzukommen müssen, wenn die Reibung mit- 
berücksichtigt wird. 

Nach Aufstellung der allgemeinen Gleichungen und ihrer Lösungen 
soll zunächst an zwei möglichst einfachen Beispielen der Vortheil des eben 
besprochenen Verfahrens gezeigt werden ($. 1). Dann soll in der unbe- 
srenzten Flüssigkeit eine feste Kugel angenommen werden. Die Flüssig- 
keit kann sich ausserhalb derselben in beliebiger Weise bewegen. Auch 
nach Einführung der Reibung ist es möglich diese Aufgabe vollständig zu 
lösen, ohne die Allgemeinheit der Annahme über das Geschwindigkeits- 
potential zu beschränken. Der mpectelie Fall, wo überall in unendlicher 
Entfernung die Strömung einer Richtung parallel ist, führt zu sehr ein- 
fachen Lösungen. Bei demselben soll etwas eingehender die Analogie der 
(eschwindigkeiten der Flüssigkeit mit magnetischen und elektromagnetischen 
Kräften verfolgt werden, auf welche Herr Helmholtz*) in seiner oben an- 
geführten Arbeit zuerst aufmerksam gemacht hat ($. 2). Unter denselben 
speciellen Voraussetzungen lassen sich die Geschwindigkeitscomponenten 
auch dann noch durch Ausdrücke von geschlossener Form wiedergeben, 
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wenn sich an Stelle der Kugel ein dreiaxiges Ellipsoid befindet. Auch der 
Druck, welchen die strömende Flüssigkeit auf das Ellipsoid ausübt, kann 
dann leicht berechnet werden ($. 3). 


s.1. 


Die allgemeinen Differentialgleichungen der Hydrodynamik sind: 


du op 
0» — we = +k.Au. 
7 \ or 
dv a 
()» _— d, ) “cm N k.d ®. 
en , oy 
dıw op 
0: : 0.2 -— +hk.Iw, 
8 \ 0% 
ou ov om 
. + , u end (), 
er oy 0% 


) 
Hier bedeuten, wie gewöhnlich, #, ve, w die (Greschwindigkeitscomponenten, 
o die Dichtigkeit, p den Druck, X, Y, Z die Componenten der beschleu- 
nigenden Kraft im Punkt x, y, 3. Das Zeichen / drückt die Differen- 
tiationen aus: 


ee: 0’ 
a5 1 38 nu _.; 
OT O „ OS 


k ist die Reibungsconstante. 


Für den hier betrachteten Fall der stationären Bewegung nehmen 
diese Gleichungen die einfachere Form an: 


1 o» 
Ju = 1 3 
\ l; TE 
’ 1 cp 
1 = { AI " z— ‘ E) 
| I; oy 
1 op 
idw = L 
k 6 
ou ov ow 
2.) -—+- — (), 
>, oxX oy 03 


Durch Einführung der doppelten Uomponenten der Rotationsgeschwindig- 
keiten in Bezug auf die drei Axen: 


RT a 
\ es Yy O2 ' 
u ou ow 
dans 0; ma ge 
| ” ot ou 
Ak "ne 
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erhält man eine Reihe von Gleichungen. welche sich leicht aus (1.). 2.) 


(3.) ergeben: 


naie oE 0 oL 
(4.\ ie za J -- -_ 0) 
€. 7 OX oy O3 
on oc 1 cp 
du = —-— - 
\ OS oy h oa 
N J c L o& 1 op 
=; { Av = 77 > 
CıX O2 h OU 
o& cn 1 op 
dv = —-—- un 
cy ee / Nn% 


6) JI=4n=4=0. 


Hiernach lassen sich die Lösungen der Differentialgleichungen (1.). 2.) in 
die Form bringen *): 


og cW coV 
ei -- = 


\ or CU O% ’ 

Ben | ot cU oW 

7) = -4+-—— 

: Oy 0% O2 
Of  ; ; oU 
ww = ———-: _— ——. 

O% ( Mr OU 


Die hier vorkommenden Funetionen müssen die Bedingungen erfüllen 
8.) dp =WV\, 
) BEE, IUu=-t 


(10.) - — ln | . — v), 


y ist hier das Geschwindigkeitspotential. U, V, W sind die noch zu be- 
stimmenden. willkürlicehen Funetionen. von denen die Wirbelbeweeunsen 
abhängen. 

Die bisher aufgestellten Gleichungen gelten für alle Punkte des von 
der Flüssigkeit erfüllten Raumes. Für die Grenzen der Flüssigkeit gegen 
feste Körper soll stets der gewöhnlichen Annahme gefolgt werden, dass die 
Flüssigkeit an denselben haftet, d. h. dass: 

u=tv=w=\, 
eine Annahme, welche zu gelten scheint, so lange die Geschwindigkeit deı 
bewegten Flüssigkeit nicht über gewisse Grenzen hinausgeht. 
=) Helmholtz, dieses Journal Bd. LV., 38—39. Vergl. auch Kirchhoff, Vorles. übeı 
math. Physik, 251— 253. 
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Es sollen nun zunächst die Flüssigkeitsbewegungen in zwei ein- 
fachen Fällen besprochen werden. 
a) Es sei: 
12) W= 225; 


also: 

u=g, v(=w=V\, 
wenn man von der Reibung absieht. Die Begrenzung der Flüssigkeit kann 
aus einer beliebigen Uvlinderfläche, parallel der x-Axe bestehen. So würden 
hierhin die Strömungen durch geradlinige kKöhren von beliebigem Quer- 
schnitt gehören *). Es soll hier indess die einfachste Voraussetzung zu 
(runde gelegt werden. Die Flüssigkeit sei durch zwei unendlich grosse, 
der z-Axe parallele Ebenen begrenzt, deren Abstand gleich 2q ist. Der 
Anftangspunkt der Coordinaten liege in der Mitte der beiden Ebenen. Die 
y-Axe stehe senkrecht zu denselben. Gehen wir nun zur Berücksichtigung 
der inneren Reibung über, so ist leicht einzusehen, dass die hierbei in Be- 
tracht kommenden Rotationsbewegungen nur in Bezug auf die z-Axe statt- 
finden können, dass ferner die Rotationsgeschwindigkeiten I nur von y ab- 
hängen. Also: 

Zug he red, 


— ay+b, 


5 ü ; ms. | 
W= -zyrzyteytd, 
0 , 

u=4-5 y—by-+e. 


Da « für = +g verschwinden muss, so ist: 


h Bu vd, ” — J 
2 q 
/ y” 

(12. u = g\l1- 7) 


Für die Geschwindigkeit als Function der senkrechten Entfernung von den 
festen Uferwänden gilt also das Gesetz der Parabel. Dasselbe scheint in 


der That bei der Bewegung des Wassers in Flüssen vorzukommen **). 


=) Die Strömung durch gerade höhren mit kreisförmigem Querschnitt ist zuerst 

von F. Neumann behandelt worden. Vergl. auch Stefan, Wien. Ber. XLVIL, 495—520. 

Ueber Strömungen durch Röhren mit elliptischem und rechteckigem Querschnitt: 
Boussinesq, Liouville J. (2) XL, 377 —424. 

=#) Beobachtungen von Humphreys und Abbot am Mississippi. Fortschr. der 


'hıysik 1867, 107. 
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h7 


b) Es soll ferner als Geschwindigkeitspotential die vieldeutige 
Funetion: 
4 ‘ \ Mn 
13.) 9 = g.aretg 
S, 
angenommen werden. Die Geschwindigkeitseomponenten der Flüssigkeits 
theile sind dann: 


g9Y X 
-.,.  dv’= :- wu 
ui G; 


um — 


wo "=r'+y' gesetzt Ist. Jeder Punkt der Flüssirkeit beschreibt also 
ohne Reibung eine kreisförmige Bahn mit der Geschwindiekeit *- Man 
- Ä | E 

kann sich daher die Flüssigkeit durch zwei Kreisevlinder mit derselben 
Axe, welche mit der z-Axe zusammenfällt, begrenzt denken. Die Radien 
dieser Cylinder seien: AR, und R,. Dann muss bei Berücksichtigung der 
Reibung: 

\r — R\.. 

r=H, 


“= —=() sein. wenn 


Auch hier ist leicht zu übersehen. dass: 
em y _ - U — } u (), 
Denkt man sich dann Polareoordinaten eingeführt: 


2=r.0C0s%, Y r.sin‘., 


so müssen © und W von 9 unabhängig sein. Dann folgt aus den Glei- 
ehungen (6.) und (9.): 
<= a+b.logr, 
W = r'ic+d.logr!. 
Es genügt für W hier die angegebene, partieuläre Lösung. Die Constanten 


a und 5 stehen in einfacher Beziehung zu e und d. Aus den Gleichungen 


(7.) folgt dann: 


( | 
we y) ”—(2e+d)—2d.logr\. 
Ve pain oe e 

‚14. | | 

ee. = x! J — 2c+d — 2d.loer\. 
träger Ü 
we 
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Die Grenzbedingungen geben: 


u ne 
end iogR,—logR, 
‚15. BANNER, 
Be rn 
FL Pu Be J logR, — log, 
u. 2. 


In einer allseitig unbegrenzten Flüssigkeit befinde sich eine Kugel 
mit dem Radius AR. Der Mittelpunkt derselben sei Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems. Die Bewegung der Flüssigkeit ohne 
neibung sei dureh den allgemeinsten Werth bestimmt, welchen das Ge- 
schwindigkeitspotential annehmen kann. Bekanntlich lässt sich eine jede 
Funetion, welche der partiellen Differentialgleichung /p9=0 genügt, in der 
Form darstellen: 


ed A 
16.) = Fe," t+— (K.; 


N 
we 20 


BL ‘ 


wo r=ye+y-+z und K, die Kugelfunetion ter Ordnung bedeutet. Wenn 
p in dem hier betrachteten Fall das Geschwindigkeitspotential darstellen 
soll, so muss noch eine Bedingung erfüllt sein. Es muss an der Kugel- 
oberfläche die senkrecht gegen dieselbe gerichtete Geschwindigkeitscom- 


DONENTE versehwinden. Also: 


» 


de 
E: 0, wenn r=R. 
dr 
Daraus folgt: 
Ben n R’” 1-1 r 
17.) Sa, \r+ .K,. 
| n+1 r» 


Für die weitere Rechnung ist es vortheilhaft, an Stelle der nur von den 
Winkeln abhängigen Function K, eine neue Function: 
P, = .,.r”.K, 


einzuführen. K, und P, sind also die einander entsprechenden Functionen, 
fir welche vor Kurzem die Benennungen: Kugelflächenfunetion und räum- 
liche Kugelfunetion vorgeschlagen worden sind *). P, ist bekanntlich eine 


*) Thomson und Tait, Handbuch der theoretischen Physik, übersetzt von Helm- 
holtz und Wertheim. Braunschweig 1571, I., 156. 
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eanze homogene Function »!2 Grades von z, y, 2. Der allgemeinste Aus 
druck für das Geschwindigkeitspotential ist also: 


sv. n k+Hl) 
| ke tet. 
et ni rt! 
(18. 2 
[y = ei 
wo zur Abkürzung: 
n R 
nu: 
n-1 ı 


vesetzt worden ist. 

Hiernach kann zu der entsprechenden Flüssiekeitsbewegung mit Be- 
rücksichtigung der inneren Reibung übergegangen werden. Die hierbei in 
Betracht kommenden drei willkürlichen Funetionen U, V, W lassen mit 
Rücksicht auf die Gleichungen /6.) und (9) ebenfalls Reihenentwickelungen 
nach Kugelfunetionen zu. Wollte man indess die allgemeinsten Werthe 
für dieselben wählen, so würde die Rechnung zur Bestimmung der will- 
kirlichen Constanten sehr umfangreich ausfallen. Man gelangt leicht zu 
veeigneteren Werthen für U, V, W, indem man ein Verfahren benutzt, fü 
welches die Behandlung der Differentialgleichungen der Elastieität durch 
Herın Borchardt *) als Muster gedient hat. Dasselbe beruht auf der An- 
wendung des folgenden Satzes, welcher leicht dureh direete Ausführung de: 
angedeuteten Differentiationen bewiesen werden kann. 

Ist f eine beliebige Function von x, y, z, welche der partiellen Diffe 


ventialgleichung : 


df=VQ 
senügt, setzt man ferner: 
Y u ( o 
f : f ra / rYy Pr ’ 
i OL ( Y O% 
i ( ( 
\, - mn | a; 
19. - ö 
. 1) ( 
[" m T . 
O% UA 
of ( 
«= / Ei L 
- OX Oo 





‘ 


Monatsber, der Berl. Akad. 187: 


x = » 
90. 
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| | der 
4fn= I = Ifi=Ah=0, ferm 
F of of. 
AR N ai 
0X oy 0% 
of, __Af, of, ch 
| oy 02 z Or’ sieh 
(20.) \ er = 4; — of 
Kr 03 608 oy i 
= | ; so 1 
| c 4, üe: ‘ f, an of . 
| Or oy Fr 


Ist f die oben eingeführte, räumliche Kugelfunction, so ist: 
20.) = (n+Hl).P,. 
Die Funetionen fi, &, 5 erfüllen alle Bedingungen, welche (Gleichungen 


(4.) und (6.)) für 5, 7, {© gestellt waren. Es mag daher gesetzt werden: 


Wo 
21) Ef, net 
wo f noch eine willkürliche Funetion bleibt. Man darf dann nach (9.) für 
U, V, W das folgende Werthsystem setzen: zu 
oF oF 1° 
U.= 3- Ur, die 
oy 0% 
a 
0% 02 \Maı 
oF oF 
W = y——r 
—_ Gi Oy 
vorausgesetzt dass: 
rn a Die 
23) | i 
/ 'AAF\ —=d. eine 
a.» . ’ . . * eine 
Aus der letzten Gleichung folgt eine allgemeine Reihenentwickelung für F: 
ie r =© 4.4 B,r’ 
BB) te San —Q,. 
oder kürzer: Nın 
B-=- .8,.0;, Kun 
wo: 
A.+ B,r’ 
S, u i pn +1 Fer 


vesetzt ist. 


0, ist hier wie P, in (18.) eine räumliche Kugelfunetion nt« 
Ordnung. Da der Einfluss der inneren Reibung, welche durch das Haften 
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der Flüssigkeit an der Kugelobertläche bedingt ist, in unendlicher Ent- 


fernung verschwinden muss, so ist für F nur eine Entwiekelung nach ne- 
gativen Potenzen von r zu benutzen. 

Setzt man den Werth von F aus (24.) in (22.) ein und berück- 
sichtigt, dass: 


o8, oNS ( 
> --— = U { 
oy Y 0% en 
so Ist: 
en 4 Si oO.) 47 
Ü - >s ‚> Be ( u. r 
' oy « Oz ‘ 
2; r L #4 ( 0, ( (), Fa 
2». 1} - » Ss. Mn — - — DIN) . } 
m ! O< OxXx ) ’ 
Le \ oO ( (0 ! Se 
W=3S,\y T = 28 W 
7 N oy 
wo zur Abkürzung: 
i ol), od, 
L eh ( — Y _ eIe. 
( Y . O% 


vesetzt ist. 
Wir kommen nun zur Bestimmung der willkürlichen Constanten durch 
die Grenzbedingungen: 
uv=vt=w=(, wenn: r=R. 


Man bildet zunächst mit Benutzung von (18.) und (25.) die Gleichung: 


og oW oV 
7 A >|’ 03 


Diese Gleichung zerfällt in ein System von Gleichungen, von denen jede 
einem bestimmten Werthe von » entspricht. Es genügt «die Aufstellung 
einer dieser Gleichungen 

oP, oR, Y (oW,, oV, ] N r os, ( N, 
R +P, = | —itW —} 


" 0% 02 oy 0% 


Nun sind die Grössen U,, V,, W, Ausdrücke von derselben Form. wie die 
Funetionen fi. fa. f; in (19.); daher ist nach (20.) und (21. 


oW. 98V, u 
— — (n-+1 
oy U2 g 


Ferner ist: 
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‚od, 


Eye zu dem Ausdruck in der letzten Klammer 


Durch Hinzufügen von +x 
und mit Berücksichtigung der Gleichung: 


2: od, u, e A oQ, 


= -1 aa .- zz N. | 
a a Q.. 
erhält man: 
0 S, - oS, 1 ds, ) oO n 
W-—-—-V,— = Ir. 2 —n2:(Q,- 
oy 03 r dr OX 
Hiernach geht die erste Grenzgleichung über in: 
oP, , dR,„ x oO, \, a 3 ' dS, x 
en tn einge : u Tg, 
OX Zu A O2 tn a ' er f d, 


Die Gleichungen: = 0, w = ( liefern entsprechende Gleichungen, in denen 
nur y resp. z an Stelle von = tritt. Offenbar befriedigt man die drei Grenz- 
gleichungen durch die Annahme: 


P_.= ),. 
ds 
> A wa 
(26.) R, »+1)8 r- 2 
| ar, > ds, 
Wr Zr 


fürr=R. 

Hiernach sind alle willkürlichen Constanten der Funetion F durch 
die Gonstanten der gegebenen Funetion 9 bestimmt. Entnimmt man die 
Werthe von R, und S, aus den Gleiehungen (18.) und (24.), so ergiebt sich 
schliesslich: 


nl ons 
\ 4 le = 7% s 
97\ 
”. | m +1 
| = je 
w 


ı 


Die Funetion F erhält dadurch den nun en bestimmten Ausdruck : 
Sa F_ 12041 R- 
28) F=}2 —(1-- 


Nachdem auf diese Weise mit TE der udn (22.) 


sämmtliche willkürlichen Funetionen bestimmt worden sind. lassen sieh die 


allgemeinen Lösungen des Problems in sehr einfache Ausdrücke bringen. 
Man setzt in die Gleichungen (7.) die gefundenen Werthe für U, VY, W 
ein und formt dieselben in ähnlicher Weise um wie die Grenzglei- 
chungen. 





Dan 


Hieı 


In ı 
stell 
tatıe 
war 


Die 
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F lussigkeitsbewegu NGEN, 


Dann ist mit Berücksichtigung von (26. 





” roP \ E ds } a d 
u zu n+1)S,+r-—- — R pP 'R „NS | 
{ 7 dı y 7 A; ! 

nt pP ( j dS ' y d ' 
29.) op =\ 2 (2+1)8,+r Ri——:P R,+nS,\| 
J ' : ip Y dr j l} ! } 
| er oP, | a a | 
oe = 32" n+1)8,4r-ZE—R}—--P, {R,+nS,)] 
% J Il} | 


? IB 
vr 
, tt N N} 
U 
N S ' 2n | R 4 R 
i . 
| di ) h 


In den Gleichungen 29.) und (30.) ist di vollständig: lösung deı e 
stellten Aufgabe enthalten. Es sollen nun noch die Componenten der Ro- 
tationsgeschwindigkeiten und der Druck berechnet werden. Für erstere 


waren die Ausdrücke genommen: 


Die Funetion f war definirt durch die Gleichung 25.). Daher erhält man 


% ne] 

y | * Zn 1 R 

3 ra'z 2n—]1 
94-4 pr 


Ferner ist, wenn man die Gleichungen (5.). (19.), (20.), (21.) vergleicht: 


; of} 
rege 
OT 
RR "Rn+l, Br! 
32.) p= -—k 2 3 2n—1).n- ns “Pi. 


Um die allgemeinen Lösungen auf den besonderen Fall anzuwenden, wo 
die Strömung der Flüssigkeit überall in grosser Entfernung von der Kugel 
parallel der positiven z-Axe ist, hat man die Kugelfunetionen P, sämmtlich 
mit Ausnahme von P, gleich Null zu setzen. Ferner ist: 

P,= —ga. 
Man erhält dann: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 1 10 
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RN ee, 
ee 91-3 R ss FrL CE r? 1— r? (7, 


\ ) 


BR 39 Rı R') 
Id. ® = — - iin .L k 
= 4 pr? 1 r?) 2, 
en 39 R\ R’ı\ 
A _ - — I1— 72. 
4 r L r’) m 
er R 
f = -ighe, 
R R 
p= ı9h a, 
ss — 0) 
En 
34 ie 24 y3 Ss 
P 3 Rh 
\> u y3 Y- 


An diese letzten Ausdrücke soll noch eine Bemerkung angeknüpft werden. 
In seiner Abhandlung über Wirbelbewegungen hat Herr Helmholtz gezeigt, 
dass «die Geschwindigkeit eines Punktes der Flüssigkeit analytisch durch 
dieselben Ausdrücke dargestellt wird, wie die Wirkung magnetischer Massen 
und elektrischer Ströme auf ein magnetisches Thheilchen in dem betreffenden 
Punkte. Lässt sich die Flüssigkeitsbewegung durch ein Geschwindigkeits- 
potential darstellen, so sind die Geschwindigkeiten dieselben Ausdrücke, wie 
die Kräfte magnetischer Massen, welche sich an den Grenztlächen der 
Fliissigkeit befinden. Diejenigen Geschwindigkeiten dagegen, welche von 
Wirbelbewegungen herrühren, sind den Wirkungen elektrischer Ströme 
eleichzusetzen, welche innerhalb der Flüssigkeit verlaufen können. Die 
Componenten dieser Ströme nach den drei Axen im Punkte x, 9, 3 sind 
identisch mit den Componenten der Rotationsgeschwindigkeiten &, n, &. Die 
Gleichungen (34.) zeigen, dass in dem hier betrachteten speciellen Fall 
die Strombahnen Kreise sind, deren Mittelpunkte auf der z-Axe liegen. 
Die Ströme sind also geschlossen und verlaufen vollständig innerhalb der 
Flüssigkeit. Hieraus geht hervor, dass dieselben nicht von elektromoto- 
rischen Kräften irgend welcher Art herrühren können, welche ihren Sitz 
auf der Kugeloberfläche haben. Dagegen kann man sich dieselben sehr 
einfach hervorgebracht denken, wenn man sie als Induetionsströme auffasst. 
Man denke sich die Kugel gleiehmässig mit magnetischer Masse belegt. 


Der ganze Kaum sei mit leitender Substanz erfüllt, welche sieh mit der 
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gleichförmigen Geschwindigkeit g parallel der z-Axe bewegt. Dann werden 


durch Induetion diejenigen Ströme hervorgerufen, deren Componenten $, 7, 
£ sind. Denkt man sich umgekehrt die Kugel in dem ruhenden Medium 
bewegt. so wirken die indueirten Ströme in derselben Weise hemmend aut 
die Bewegung der Kugel, als es die Reibung der Flüssigkeit bei der Be- 
wegung der Kugel in derselben thun würde. 


$. 3. 

Mit Beibehaltung der speciellen Voraussetzungen, welche über die 
Bewegung der Flüssigkeit in grosser Entfernung von der Kugel im vorigen 
Paragraphen gemacht wurden, kann man die Aufgabe auch dann noch 
lösen, wenn sieh an Stelle der Kugel ein dreiaxiges Ellipsoid befindet. 
Die Gleichung desselben sei: 

a" y' z 


H, + = 1. 
Tr bh’ i C‘ 


a 
Man ist im Stande die Ausdrücke für die Geschwindigkeitscomponenten 
fast unmittelbar hinzuschreiben, wenn man die Werthe derselben für die 
Kugel in eine etwas geeignetere Form gebracht hat. Zu dem Ende ist es 
vortheilhaft, das Potential der Kugel in Bezug auf äussere Punkte in die Glei- 
chungen (33.) einzuführen. Dieselben lassen sich am einfachsten schreiben. 
wenn man zwischen zwei verschiedenen Potentialen unterscheidet und setzt: 


SsgR A 


K .—, 
au: az 4 r 
(39. 
IK gk’ 41 
2 4 
Dann ist: 
a: ch oh 
u = g9—-K,+e:- + 
| OU O4 
“)jÖ+ \ ( Ih f o’K 
30. 0 = 1b 7 ’ 
oy cxoy 
oK, o’h 
\w = X 
op: OXLOx% 


Wenn man ferner bei der behandelten Flüssigkeitsbewegung von der Rei- 
bung absieht, so ist dieselbe vollständig durch das Geschwindigkeitspotential 
bestimmt *): 


*) Kirchhoff, Vorlesungen über math. Physik, 215—223. Die Constanten sind hieı 
etwas anders definirt. wie oben. 


10 * 
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| oP\ 


‚9m \ En ) » 
>. ee An—-A 92) 


Hier bedeutet P das Potential des Ellipsoids in Bezug auf einen äusseren 


Punkt x, y, z, wobei das Ellipsoid gleichmässig mit Masse von der Dich- 


4 ln D% ’ Aasliı 4 r. cat 
iekeit Eins erfüllt ist. Es ist 


. * » v E! x “ 2 » « 1 
'erne? IST O0 die POSIHLVE \W ITzZei der (+leiehnn «drıten (ryades: 


j ( 


1 '}1 
3 - 1, 
a—+0o0 Db’+-0  c’—+-060 
ndliel LS die NeLatllV ECNomIMene Anzi huneskratfi (des F Ilıpsoids {113 
/ . b 
1 1 1 
\ 1 i (DIR Lie \, di, h 


Hiernach lae der Gedanke nahe, dass die DIOMCOMPOoOnEeNTen &, ©, Ww sich 


Bo 0 .. En \ In33 „irn Ba.ua nn & 
dureh ähnliehe Ausdrücke würden dar- 


' But. 0.2. 
alich bel Mitwirkune (e@] 
y ) P.. . 2 ‚ ; 4 1 = N 28 - - i ® u 
tellen lassen. wie bei der Kueel. d.h. durch Ausdrücke. welche in ein- 

{ 1 117 _° 2 REITER NIDER, DEN RT: DR On RE y 1115, rl znoan ornasatrzt >r0. 
tacher Weise aus Potentialausdrücken des .llipsoids ZUSAMMENQESETZE Waren. 


: Da gez g e a £ 1 ’ I . ) RER; 09 E En = r : ’ 
die I OTENTIAIe hi und KK; Iassen es noch undestimmt, OD dieselben her- 


riihr \ \l wol X; | Antchrakant Aulloı la» 
uniell VON LASSCH velche di ıxıueei eielchmassie erfTuliien oUeT VON 
I 1 . & 1 Bi. : i ..T 1 y. ) 1) er 1 . F EEE . " 
solehen, die eleichmässie über die Uberläche ausgehreitet sınd L)1ESEe1 
| > I 1 \ I ) 1 ınIm ıo 
schied tlich bei den DS vi | zeE12ı SICH dass 

I) ı 1 j } 1 1° 1 N | 1 z h >) BE CE 6 7 i Zu 

mal ın Stelle von RK, das Potential / WIelcnüung (90. zu setzen hat, an 
tat 1 j - a 8 0 Eh da U... 1 ls: ] 
Stelle von K, daeesen ein Potential von Massen. welche auf der Oberfläch« 


1115 - e Fl Fe Ro 205 Hs: ,.1 Mi 
Kllipsoids leeren. Und zwar ist dasjenige Oberflächenpotential zu be- 
fh x «e) € i 
N : . u, a a ie \ ie 
NUTZEN welches Im Innı In einen constanhten \Yeclin Hal | Jasselbe IST 


a) für einen äusseren Punkt: 

\ () Inabef 

41. ER | | 

b) für einen inneren Punkt: 
ds 


YV(a+s)(b’+-s)(e’+s 


si 


11 Oberflächendichtigekeit ö, welche diesem Potentiale entspricht, findet 


man 
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nan leicht aus der bekannten Gleichune: 


dO dı) 


1 
-+ Id 
dn, ' dn 
also 
| 
49, ) 
Ä A 7 Z 
RB a* I,‘ ( 


) kann also angesehen werden als das Potential elektrischer Ma 

Bezug auf einen äusseren Punkt, welche so auf der Oberfläche des Ellin 
. [1] . . 2 >. . . d " t " y 

anoreordnet sind, dass sie sich für sich im Gl icheewieh! hefindı ae) 


(diesen Vorbereitungen soll vesetzt werden 


\ da 


12 \,oQ P\ 
; " KA Il 
! 7 zo ) 
| pP; 
U / ‚1 { ( 
( TC ( 


1 
) 


Hierin stellen 4 und ut ZWel noch unbestimm 


un 


dieselben sind leicht dureh die Grenzbedineuns zu bestimmen 


MER . et „A 1 1 ENI2®. 2 1 Put 1 \Inırl 

[ \üssioekent all deı Oberfläche (CS Kllipsoids IHRE Also Bar ıchun 
u =2:9 ze 49 2 { ), Ö 0) 

y. un .. = 1° > we ner 4 

1] Ausführung (lESC! KECEHNUNY « oreht 


() Aa a u 


wo Q, und A dieselbe Bedeutung haben, wie in (41.) und (40. 

Durch die Gleichungen (43.) und (44.) ist die gestellte Aufeab: 
vollständige „elöst. 

Aus den „efundenen Lösungen soll noch der Gesammtdruck be 
rechnet werden, welchen die bewegte Flüssigkeit auf das Ellipsoid ausübt 
Denkt man sich die Flüssigkeit als ruhend, das Ellipsoid in Richtung de 
z-Axe mit der Geschwindigkeit —g bewegt. so ist derselbe identisch mit 
dem Widerstand, welchen das Ellipsoid bei seiner Bewegung erleidet. Nach 
der allgemeinen Theorie sind die Druckkräfte X’, Y', Z’ auf die Flächen 
einheit im Punkte x, y, z: 
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E — X ..c0o8a+ A,.608P + X,.c0s7, 2 
(45.) Y' = Y,.c0so+Y,.cosß-+Y ,.608Y, 
Hier 
lz —= 2,.0080+Z,.c08P+Z,.cosy. 


Hier bedeuten «, P, y die Richtungswinkel der Oberflächennormale. 


Ferner ist: 


Nach 
ou a OR om schre 
|X,=p-2k-——-, Y,=p-2k—, Z,=p—2I—, 
or oy 0% 
1 ou , 00 
xer.=-löu de) 
R u oy OL 
46.) \ 2 a; 
I. ” ou om 
A = Z. = - k( -- - ). 
02 OT 
7 vr , ow Die 
) 2 Z BR. a ). 
\or oy / 
Die Componenten des Gesammtdruckes sind dann: " 
WICK 


X = /X'do, £ /Y'do, Z = fZdo Glie: 


Man übersieht leicht, dass in dem hier behandelten Fall: 

Y=Z = A), 
Die Berechnung von X wird erheblich erleichtert durch den folgenden 
Lehrsatz, welchen der Verfasser den Universitätsvorlesungen des Herrn Setzt 
Kirchhoff über Hydrodynamik entnommen hat. Derselbe gilt für stationäre 
Flüssigkeitsbewegungen und lautet: 


Jede Druckcomponente, genommen über alle Grenzflächen einer all- 


seitig begrenzten Flüssigkeit, ist gleich Null. so 18 
Während bisher die Flüssigkeit in grosser Entfernung als unbegrenzt Muss 
angesehen wurde, soll dieselbe jetzt einerseits dureh das Ellipsoid, anderer- nımı 


seits durch eine Kugel von sehr grossem Radius begrenzt sein, deren Mittel- 
punkt im Anfangspunkt der Coordinaten liegt. Nennt man ein Oberflächen- 

Set; 
element dieser Kugel do, des Ellipsoids do, so ist: rm 


(47.) fx do + [X do = (). Inte; 


Das erste Integral ist leicht zu berechnen. Bildet man X’ aus den Glei- 

chungen (43.), (45.), (46.), so findet sich zunächst, dass die mit «u be- | Also 
hafteten Glieder bei hinreichend grossem Radius der Kugel verschwinden. 

Ks bleibt: 
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nr > " 
„I © oo oo ot F 
48.) X= 2ha| ® eosa—x( - 208@ cosß-+ ( cosy) 
e OXL OL or oy OL 0% / 


Hier bedeuten «, P, y die Riehtungswinkel der Kugelnormale, also: 


x q Y 2 
COS ,‚ e8ß=—, (087 
e’ r r 


Nach der oben besprochenen Bedeutung des Potentials Q kann man dasselbe 


schreiben: 


we: 


oe = (r-e)+y-y)+(2—2 


Die Integration erstreckt sich über die ganze Oberfläche des Ellipsoids. 


[2 1 * “ * } f 
Denkt man sich in eine Reihe nach Potenzen von r'. y, 2 ent- 
0 h 


wickelt, so kann man für Punkte x, y, z der Kugeloberfläche alle höheren 


Glieder gegen das erste vernachlässigen. 


; | 
Dasselbe ist - also: 
- 


1 » do' 
) i 
JS EEE 


Setzt man noch: 


so ıst E diejenige Elektrieitätsmenge, welche man dem Ellipsoid mittheilen 
muss, damit innerhalb desselben das Potential den eonstanten Werth @, an- 
nimmt. Schliesslich ist also: 


Setzt man diesen Werth in (48.) ein, und führt dann die in (47.) angedeutet: 
Integration über die ganze Kugelobertläche aus, so erhält man: 


Srzg.k.E 


X'dw -Sık.a.E.A=— —. 
2 di. Ja A 


Also ist der Gresammtdruck auf das Ellipsoid: 


Srıık. q . E 


(0) X DI40 
—+-A. 
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Ist das Kllipsoid ein khotationsellipsoid, so sind die Intersrale. welehe in 
(20.) vorkommen, leicht in endlicher Form auszuführen. Die r-Axe sei 
kotationsaxe: also b=e. Dann ist: 

E = 4n.ab‘. 


Ist ferner das Rotationsellipsoid ein verlängertes: a>b, so ist: 


>} 2 N 
2rnab at e 
() ia ——. 
e BE Ft 
Arab? |, ae e) 
= 3 12 log er. \ 
c * DD g—e Aa 
wo: 
e = ya—b‘. 


Hieraus ist der Ausdruck für den Gesammtdruck zusammenzusetzen. 
Berlm. Juni 1875. 








dier 


J 


und 


eine 
die 
weı 
auf! 
der 
nar 
Int 
dur 
ein 
ein 
zwi 


a 


lin 
all 
Au 
we 


ja 











die Reduction des elliptischen Integrals 


Jisinam u) du. 
(Von Herrn J. Thomae in Freiburg i. Br.) 


Unter den Formeln, welche zur Reduetion von Kreisinterralen 
dienen, findet sich die so zu sagen fertige Formel 





in dx 2r—1 2r —3 > 1 a 
= + + -ATCSINE 
[3 yi—r’ 2r 2r —2 4 2 \ 
Yi-a°ı vi, zr—1 nr  2r—1i 2r—3 a... 
— — _— s . - Ze _—- 00. - -—. - ... f on R 
Be. LI WII F-ITNTTRN 


und es kann daher auffallen, dass für das elliptische Integral 


/ Ir'’dx 
[= 


yel—z)(1—xr) 


eine ähnliche Formel sich nirgend aufgestellt findet. Vielleicht ist jedoch 
die Aufstellung einer solchen fertigen Formel nicht möglich, wenigstens 
wenn man verlangt, dass die Coetficienten dieser Formel in endlieher Form 
auftreten sollen, wie dies bei den Kreisintegralen stattfindet. An die Stelle 
der /T-Funetionen, durch welche die Coeffiecienten der Reduetion des ge- 
nannten Kreisintegrals sich ausdrücken lassen, treten bei dem _ elliptischen 
Integrale hypergeometrische Reihen. Während nun aber //(m-+-u) sieh 
durch eine ganze Function von «u vom mt? Grade und dureh /7(u) sehr 
einfach ausdrücken lässt, wenn m eine ganze Zahl ist, so lässt sich zwar 
eine hypergeometrische Reihe, z. B. F(@-+m,/,y,z) auch als Funetion 
zweier anderen, deren Elemente von denen der vorgegebenen Funetion um 


eanze Zahlen verschieden sind, im Beispiel durch F(«,?,y,2) und F(a+1,9,y. 7 


linear mit rationalen Coeffiecienten der Elemente «, P, y, z ausdrücken: 
allein die Coeffieienten sind bei Weitem weniger einfach, und als der fertige 
Ausdruck kann nur die Function F(@+m,/P,y,z) selbst angesehen werden. 
welche ihre Elemente im Allgemeinen transcendent enthält. Nun ist es 
ja allerdings nicht unmöglich, dass für so specielle Elemente, wie sie bei 
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der Reduetion der elliptischen Integrale in den hypergeometrischen Reihen 
vorkommen, sieh einfachere fertige Darstellungen finden lassen, jedoch ist 
dies, glaube ich, nicht sehr wahrscheinlich. 

Obgleich man demnach auf so fertige Formeln, wie bei den Kreis- 
integralen, bei den elliptischen wohl wird Verzicht leisten müssen, so halte 
ich es doch nicht für gerechtfertigt, die fertigen Ausdrücke durch hyper- 
reometrische Reihen deshalb ganz zu unterdrücken, weil diese Funetionen 
transcendent sind, und deshalb für praktische Zwecke nicht gerade viel 
dureh sie gewonnen wird. Die vollendete Ausführung der Reduction scheint 
mir schon deshalb interessant, weil sie auf die Wichtigkeit hinweist, Re- 
eursionsformeln zu integriren, und weil die auftretenden Coefficienten zu- 
gleich die Periodieitätsmoduln elliptischer Integrale zweiter Gattung sind. 
\lancher wird auch vielleieht dem Verlangen nach endlichen Formen da- 
durch Genüge geleistet finden, dass ihm die Coefficienten als Näherungs- 
zähler eines Kettenbruches gegeben werden. Aus diesen Gründen mag die 
Neduetion des vorgelegten elliptischen Integrals hier ausgeführt werden. 

Im Art. I. werden nun die bei der Reduetion (Gleichung (2.)) auf- 
tretenden Coeffieienten a durch bestimmte Integrale und hypergeometrische 
Reihen (Gleichungen (6°), (6°.), (7.)) ausgedrückt, und im Art. II. wird eine 
Determinante aus hypergeometrischen Reihen, oder aus bestimmten Inte- 
sralen, und somit aus Periodieitätsmoduln elliptischer Integrale zweiter 
Gattung einfach ausgedrückt. Im Art. III. findet sich dann noch die Dar- 
stellung der Coeffieienten a durch die Näherungszähler eines Kettenbruches 
kurz hergeleitet. 


Setzen wir 


lde:; x 1— x) (1-22) = du, 


so ist das Problem, welches erledigt werden soll: 


/ x du 


Das Integral 








durch 
/ du 


tegra 


und 


Fa \ 
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Für 
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durch eine algebraische Function von x und die beiden Integrale Jzdu und 


f du auszudrücken. 


« 


Die Formel, welche zur Reduetion des vorgelegten elliptischen In- 
tegrals dient, lautet bekanntlich 


(2r+ 3)2fa "du — (2r+2)(1+ ») fa’ Hdu+(2r-+1 fx du 


= rfyr(l—-r)(l—-ze). 


(1.) 


und es folgt aus ihr 


(2.) fer ‚du = yall—-a) (1-22) (a,,, 0 +a,20 "+. +00+a,)4 af xdn -bfan, 


worin nun die Coefficienten @,. @,. ... a,.,. b zu bestimmen sind. 
Fir r=0 hat man unmittelbar aus /1.): 


Kat ia zi—z)i— xx) ‚21-2 f l 
(2°,) IE du  — rz\ Pe SEE BEE. . B e JS zdu En 3 au. 
} R / f 4 f} « % « 
Für r=1: 


if yveil—a)1—xzr 4 1-+x\ 
\Jardu = Er Pens (2+ ) 


‚96 \ I% J “7 


| +(= . ee ) /zdu- : a fan 


Für r= 2: 


& zd—a)A-z2) (,,6 142, ,64/A+ay\ 5 
\ /a’du SE 0. 1%..vrıd. 21 Sobrnehe) (X + ANTEIL ZER -)— -) 





(9° \ 1% 7 5 3\ x 3% 
wa ' 
6 42 /i-+xı\° 8.13 1-+x« i 1/6 4/1+4a\® 5 
| +6 5 3\ —)- 53 Pr Jr du= 7, (5 3% )—3,) Ida 


Um im allgemeinen Falle das Gesetz der Coeffieienten aufzufinden. 
differentiiren wir die Gleichung (1.) nach #, wobei wir beachten. dass 
dyx 


-— = Y(l1-r)(l1—-ze), 


dayAd—a)A— xx 
du oc du 


rar — — yre(l+z-2zr) 

ist, und erhalten 

(3.) = Emma, .(1—(1+2)2+22°) (2m+1)2"—a, ,(14+2—-222)0" | +a,20+b. 
0 : ö 


Setzt man hierin den Üoetfieienten von x”*' gleich Null, so ergiebt sich, 
dass a, im Allgemeinen der Reeursionsformel 

4.) 2n+1l)za,— (2n+2)(l1+z)a,.,+-(2n+3)a,., = 0 
" 
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(renüge leistet, welche auch für = 0 gelten muss; woraus sich die Be- 

zeichnung des Coefficienten von (xdu in (2.) durch a, rechtfertigt. Für 

»=—1] aber findet die Gleichung statt 

9) b= -a. 

welche sich auch in den Beispielen (2°), (2°), (2°%.) als richtig erweist. 
Unser Problem liefert nun selbst die vollständige Lösung der Re- 

eursionsformel (4.). Nimmt man nämlich in (1.) einmal 0 und 1, ein andermal 

I und 1:2 zu Grenzen, so verschwindet die rechte Seite jener Gleichung, 

und die linke Seite wird mit Gleichung (4.) identisch, wenn man in (4.) 

a, durch 


1) 
21 ! , . 
/ z"du=M, oder / ı"du=N, 


u 1 


ersetzt. Es sind aber 2M, und 2N, die beiden Periodieitätsmoduln der 


« 


Funetion Je’ du in einer wie ye(1—-x)(1—-zx) verzweigten Riemannschen 
Fläche, wenn man dieselbe durch eine Schlinge um die Punkte 1 und 1:x 
und eine andere um die Punkte 0 und 1 in eine einfach zusammenhängende 
zerschneidet. 

Dass die Grössen M, und N, von einander unabhängige Lösungen 
der Recursionsformel (4.) sind, folgt daraus, dass sie von einander unabhän- 
gige Zweige einer und derselben Riemannschen Function P sind. 

Durch hypergeometrische Reihen ausgedrückt ist 


1 
F "(1-2)" (1-z2) de 


ee 
ID 
SZ 
I 


—= yall(n—4)F(4+n,4,n+1,2): I/I{n), 


u 


\2x, = / ill r)t(1-ze)"tde 


) “ ic in BA 
= - [ e*(1-e)"(l1-ze)"tde= — Fin, 4,1, x), 


| y“ g" 
\ 0) 


worin zZ = 1-7 ist. 
Man kann also 
a, = AM, +PBN, 
setzen, wenn A und B Constante, oder vielmehr in Bezug auf » nach dem 


4 
a 
A 
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B die 
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dass 


so sl 
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darg 
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Modul 1 periodische Functionen sind. Setzt man in (4.) die Coefficienten 
von x“ und xz’*' gleich Null, so erhält man zur Bestimmung von A und 
B die beiden Gleichungen 


l = a,,2(2r+3), 
0 = a,,(1+)(2r+2)—x(2r+1la,, 
von welchen die letztere aussagt, dass man A und Biina, so wählen muss. 
dass a,,, verschwindet. Setzt man also 
a Mara Na Mer 
7, MH,aNna—N,nN.: 
so sind beide erfüllt, und die Coeffieienten der Reduectionsformel vollständig 
bestimmt. 


11. 

Die Determinante im Nenner des Ausdruckes für a, kann sehr einfach 
dargestellt werden, und es ist diese Darstellung nieht unwichtig. Immer 
ist Werth gelegt worden auf die Legendresche Relation 

KE+K'E-KK' = In. 


Für r+1=0 geht aber die besprochene Determinante in den Ausdruck * 


KN,—iK'M, = K/"zdu-iK'/ du 


über. Da nun aber die Form [zdu für ein Integral zweiter Gattung mit 
der Legendreschen /(A-z2)du als mindestens gleichberechtigt anzusehen ist, 


so ist dem einfachen Ausdruck der Periodieitätsmodul-Determinante M,N,—N,M, 
eine gleiche Wichtigkeit beizumessen, als der Legendreschen Relation. Bei 
der Auswerthung dieser Determinante wollen wir allgemeinere hypergeome- 
trische Reihen voraussetzen, als sie bis jetzt hier vorkamen, weil die re- 
sultirende Formel auch anderwärts gebraucht werden kann, weil ferner Gauss 
(Bd. III. pag. 223 seiner Werke) nur wenige nicht lineare Relationen zwischen 
hypergeometrischen Reihen angiebt, und endlich weil der Caleul für den 
allgemeineren Fall leichter ist. 


*) Für r+1=0 findet sich der Werth dieser Determinante aus Sätzen über 
6-Functionen hergeleitet bei Herrn Hermite in der „Uebersicht der Theorie der ellipti- 
schen Functionen“ E. II. 
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Die Reecursionsformel 
(8) 924.2 —(nl+2+0)y..ı+(n+r)y, = 0 
wird durch die Gleichung 


0—17 T2—G f 


1 = den JR 
\y. = Af s"t!(1-8)” (1-xs) * ds 
(9.) | * 


TX 0 $—7 


»| Fan ie — —] 
+Bz/ s"tl(1—s) * (1—-zs)* ds 


ry 
0 


oder, wenn man die Integrale zur Abkürzung mit P,, 0, bezeichnet, durch 
die Gleichung 

y„= AP,+BVQ, 
vollständig integrirt. A und B sind in Bezug auf » periodische Functionen. 
Setzt man zur weiteren Abkürzung: 


0—T OO —-Tı “ 
Fin zu WR eg Wir Jan, 
Il(n +71) 11p—1) HIA— a) He—g—1) 
— ung n T 1 — In >) E ’ 7 f — h,. 
Un+gqg—1) IIK—n—q-l) 


F(n+r,g+1,n+g,2)=@G,, F(2—n, 1—-p,2—n—q,x7)=H,, 


so sind 9,,G,=P,, z’"'h,H,=x""''"Q, zwei Lösungen der Gleichung (8.). 
Setzt man sie darin ein, so ergeben sich zwei Identitäten, aus denen folgt 


zn: -nl+2—-0:n-+r 


ı ID P ıIPp 
pP Par Pur; P, ‚P, +19 P.+2 


| n? 


| s | ls! I. 
| 0, i f 0 PET Zu | | Q,. TE f Jr em 0, 4 “u Q, 4 ET al | 


Y 


Wenn man die erste dieser Determinanten mit 7, bezeichnet, so ist die letzte 
mit Z,., zu bezeichnen, und man hat für sie die Recursionsformel 
4, +1 n+TrT 
4, x.n 
welche durch die Gleichung 
z”Il(n-+r—1) 


I Ta 


völlig integrirt wird. Um die in Bezug auf » periodische Funetion €, aus- 
zuwerthen, beachten wir, dass 


lim @, = (1-z)""", limH, = (1-»)', 11m6,H,= (1-2), 
Nn—X % 


nn" 


L 


E 
IE 
& 


ist. 


Ir, 


un 


So da 


Werk 


Zwise 
trisch 
(oeft 
Bd. I 


setze 


Setze 
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ist. Nehmen wir sodann für » eine vanze Zahl. so ist 


0. ö . atmen +m—1 
ime,., ='cC, =lim—— > B... 
ul nn Hiln m +r—1 
Re OHR Il(n-- m- 1 Gars Gain 
ii nn +m + r—1)i1— x)'t? »h.. h. Ä 
n+-m-—-1 
Hp—1) IT(—g—1) .: II(n+-m— 1) II(—n— m l 
— —- 2 ]im — - nTm-q 
(1—z)'t° ne In +m-+qg— DUC—n—m—g, n-+-m—1 


nTmrg | 


Ip N) ITC— g—1).sin(n+g)r 
(1— z)'+t!sinnn 
so dass also 
Ip —MNC—g—1) MNa-+r—1) sin(n-+g)r 


grll— gt In—1 sinn 


10.) AI. 
ist. Nun ist weiter 


"I, = Ru Ha — %h,H, 9.1, 


ICp—V)II—g—DIIn+T—1)II—n 


Fi n—-T n 1 
wi BE (/ \, 
Ing) IIC—n—q een Pen 


n+qg n+-g—1/ 
Daraus ergiebt sich eine den Gleichungen (97.), (98.), (99.) in Gauss’s 
Werken Bd. III. pag. 223 ähnliche Gleichung 


| \ ’ ‚ a-+r n—1 ‚ nn 
11) (6,H,1-xH,6,,.” per + )U-z 1. 


Zwischen je drei Zweigen, welche die Fortsetzungen einer hypergeome- 
trischen Reihe bilden, findet eine homogene lineare Gleichung mit eonstanten 
Coefficienten statt. Wir können hier mit Nutzen eine solche von Gauss 
bd. II. pag. 213 aufgestellte Relation verwenden. Wenn wir dort 


a=n—l P=p Y--tı, 0-1, 


J, = F(n-l,p, —t, x) 


setzen, so erhalten wir für Gauss’s Formel (87.) die Gleichung 


I(— tr—1)N(—g—n) NC(—t—1)INn+-gqg—?) „+! 
J EEE 2 > EEE ni Sehen RE y'' +1 ( ee 1 J 
| IK — T— n)II(—q—1) r Mr Ip —1)II(n— 2 ld Mi H, 
“HIN —tr—I) sin(n-+T)n , SH IIK— Tl) sinn ) 
Ip —1)H(—g—1l) sn(a+g)r " Ip —-VN—g—1) sin(n- Er r 


Setzen wir weiter 
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Mr n+- T— \D— \ (J el-Pm II’, — 41) (— ( ee. ö 
[ ls) (1-2) d= A. d u J,.=R,, 
J “"IIT-+1) 
so schreibt sich diese Gleichung 
Ren _ Mn+ran en 
n sin(n+g)n "” sinn+g)nm *” 
oder 
Bine * asin(n-+r)n ‚ Meer-Vrsin(n—+g)n 
14 0, = +5 x ge us CET A u “a. en Tternıe an E u; R, . 
sinn sinn | 
Dies in 7, eingesetzt giebt: 
| > 
IP, I Br AJ,sinn rei! pt 
| — zasin(n + g)n 
12) (1 Aus n 
— ACp-DINC—-qg-NN6a-+r—1) 
Em —I)eo Di 
In unserem speciellen Falle ist nun 
a+T—-l=r+4, p-l1=-} -qg-1=-—14 
also 
p=}, q=-4, tT=g-p=-—l n=r+3 
Dadurch erhält man aus (12.) 
7 If —z3)IK—4) e?: II(r-+4) 
\a. | Ne —M N 11 — 4 ale - > _ . - - z _ 
/ int 1 int 1 
Her r +3 Wet? ri 3 
und für r=—1 erhält man die der Legendreschen ähnliche Relation 
int I RER Bf” a 
13.) M,N,—M,N, = = > K/ zdu—ik '/ zdu = — / 1-7 r)dv —iK / du, 
4 2x 2 . z. 
worin de = 4dr: ye(1—-x)(l1—-zr) ist. Da 
»] Pi »I 1 \ R “ 
/ zdu = / du—-/ (1-ze du) :z=(kK-E):z 


2 
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» 


1 ' 4 . ® . j j j ‚ 
und / 1-za)d«“ =E' in Jacobis Bezeichnung ist, so fliesst hieraus die 


Legendresche helation selbst, was eine gute Probe unserer Rechnung ist. 


< 


IM. 

Um nun noch die Coefficienten @,. @,. ... a,., dureh Näheruno 
zähler eines Kettenbruchs auszudrücken, braucht man sieh nur zu erinnern 
dass der Lösung jeder Keecursionsformel zweiter Ordnung diese Eigenschaft. 
durch Näherungszähler und Nenner darstellbar zu sein, zukommt. wie 
Herr E. Heine im 52. Bande dieses Journals pag. 235 gezeigt hat. Set 
man. um mit der dort gewählten Bezeichnung in Uebereinstimmune 
kommen 

re: Firah,:-:% ZA TE 
bringt die Recursionsformel (4.) somit auf die Form 
z(2r+1—2m)a,..._-,5—(1+7) (2r+2— 2m)a | 


2r+3—-2mla.,_, = 


und führt dann die f ein, so erhält man die neue Reeursionsformel 


15.) fur (2m—2r—1)—- (1+%)(2m—-2r—2)f,.,+(2m—2r—3)f ) 
oder 
« 1+- 2) (2m — 2r—4 2r +3 — 2m 
19°. zu = - - r - Z ; 
fu- 2m — ?2r—5 / 2m —?r —5 / 
Schreibt man nun 
14%) (2m — ?r — 4 2r +3 — 2m 
- a = U... X- e 7 
2m — ir —9 2m — 2r --5 
und 
\) 2 
= u + — N 
‘ ' ’ U, . 
e* M.Tt:». ) 
u 
» Q, uU, 


u = . BIC. 


y, 19 B. u, 


worin Q,, ®, die in gewöhnlicher Weise gebildeten Näherungszähler und 


Nenner des Kettenbruches sind. so erhält man mit Herrn Heine: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXT. Heft 1. 12 
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Fo N er 
» 3 f » \ 2 . \ 
16. a “* vv re hi. fi P, s 
i > 17 
Für uns ist nun 
ml — Im (2r 43 — Um 1 
vV, Var. V — r 2 . , == U, — 0 } an 8 
is 2r +35 / fi x 2r +5 
also: 
a nn Fe _ 
fur u ytl(2r +3 — 2m) 
Mithin 
1 
herr) 
f u, (1+% 2r +2) 
d r — > —  ) Ä. r u “ — = j ON : ‘ z N ’ 
v x“ (2r +1) #(2r "ro 2r +1) 
f uu, tt: | de 2 2r /1+z\ ?2r-Hi A 
Ad = = ——" m — - —— —_ 
TE Tear—) xlar +3) \2r +1 r—i\ x / 1 x 


ie Reduetionsformel erhält so schliesslich die Gestalt 


\ fr "da 


ER . Rn > on > 
En ye(1-x A-xe.E A BR 3... > [x "TERM. [du 
| ur. AN N gut (2r +3 — 2m) a 1 Jet, . 


worin Q,=1 zu setzen ist. 

Hiermit ist die gestellte Aufgabe erledigt. 

Nachwort. Durch den Herrn Herausgeber darauf aufmerksam ge- 
macht. bemerke ich, dass Jacobi in seinen Fund. nov. bereits eine Re- 
duetionsformel für das von uns betrachtete Integral 


/® "du 


regeben hat. Aber während der algebraische Theil dieses Integrals in un- 
serer Formel in der Gestalt 


yze(1—-x)(1—-ze) 3 a,.ı2” 


erscheint. wird derselbe in der Jacobisehen Formel auf die Form 
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d"+lp 


—u— nie du“ 


5b 

oebracht. 
Die Bestimmung der Coeffieienten b,,, und des in das Integral 
zweiter Gattung multiplieirten Coeffieienten wird von Jacobi auf die Ent- 


wiekelung von 
ıf- dx 
u 9 
z yatt: 


/ 2)A—xz 
und der höheren Potenzen von a@ nach ungeraden steigenden Potenzen von 


Yr zurückgeführt. Für den Coefficienten b des Integrals erster Gattung 


bedarf es bei Jacobi der Coefficienten der umeekehrten Entwiekelune von 
ye = sinama 
und der höheren Potenzen von yxz nach steigenden Potenzen von x. 


Die Formel 7.) p. 126 der Fund. nov. lautet in unsere Zeichen 
übersetzt 


gr /: nd R}.-ı fa a Ri, da R;_; d’x 
-Ja”’du = — zdu-+ } = 
zn. IK?) II(4) du  IT(6) du? 


4 dag [. ee, s: 
Ta) ur 13475 Tr Tn—I.n 
wo die Coefficienten R durch die Eniwiekelung 


f dx — Yyr!l+Rc+R,0°+-- 


J’ yzl— r)(l1—xr) 


ne 
a 
1 
| 
wo 


oder auch (s. ebendaselbst p. 129) durch die Formel 


we’ dr’ —1 


) \ s 
2m+1)R, 2” Im dr 


und durch die polynomische Entwickelung 


n 


"= x’ '1+R,r+R,r2’+- "= er’ l4+Rc+Rr+-- 


gegeben sind, und die Coeifieienten S durch die umgekehrte Entwickelung 


12" 
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ye=sinama=ua+Sw@+S,W-+. 


n 


) 


2 = (snamu”" = "+ SW? + tt... 


l 


Will man von der Jacobischen Reduetionsformel zu der Form der unsrigen 


übergehen, so hat man die Formel 11 pag. 127 der Fund. nov. 


Aanzu- 
wenden. wonach 
dig r \ A 4 ! ) nö nI 
on Far = Vell-a)(l-z2) 4822484 +). 


Freiburg im Breisgau, im August 1875. 
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Extrait d’une lettre de M. Hermite a M. Borchardt. 


M. Clausen et M. Staudt ont decouvert en meme temps sur les 
nombres de Bernouilli une proposition extr&mement remarquable. qui domne 
pour B 


cette expression 


a 
Br aae | Er 1'003 
(—1)"B, A, +3 N Pr j 3 press ji 
dans laquelle A, etant entier, les denominateurs des fractions sont tous 
des nombres premiers tels que: ine. = - na ‚ solent diviseurs de 
n. Ce beau theoreme dont M. Staudt a donne la demonstration dans le 
tome 21, page 372 de ce jourmal (Beweis eines Lehrsatzes, (die Bernowilli- 
schen Zahlen betreffend), eonduit ä rechercher direetement les nombres entiers 
A,, au moyen des relations qui servent au caleul des nombres de Bernouilli. 
KEmployant & cet effet V’&quation: 
(2r+1),B,— (2Rr+1),B,+(2n+11,B;—- -+(—1)(2n-+1),B, = n— 


ot (2r +1), (2#-+1),, ... designent les coefficients de x’, x*, ... dans le 


developpement de la puissance (1+2)”"*', on en tire d’abord, en substituant 
les expressions de B,, B,, B,...: 


(2n-+1),(A,+4+4) 
+(2n+1),(/ +3 +3 + 5) 


l 
> 
2 


+(2n + l)s(A+4+44+H) 


+(2n+1)(A,+4 + - rm t.+ >) 
+ n—4 = WU), 
Uela pose, les termes eontenant en facteur } sont: 
4 [(2Rr +1), + (2R +1), ++ (2Rr +1l).— 1] 
et comme on a 


2n+1),+(2Rr +1),+-+(2n +1), = 2”—1. 


Li 


ils se reduisent au nombre entier: 2°”='"—1. Mais considerons en general 
. » ’ » 1 * . 
ceux qui sont affeetes du facteur rs ils proviennent des nombres de Ber- 
) 


rouilli dont Vindice est un multiple de 4(p—1), et donnent cette 
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Ssomme: 


S,,. . [((2»-+-1 FR - (2 +1), .+(2rRr+1),_,+---] 


a l /3P - > i 


que je vals montrer &tre aussi un nombre entier. 
J observe pour cela qu’en designant par © les diverses racines de 
l’equation =” = 1, la somme: &(14+0)”'' a pour valeur: 


! 4 r . ' N . ' . ' } 
p 2 I1+ 2n nl Rd, 1 2n 7 | 2p—!T 2n +1),,- 7 ...|, 


Or les racines @ prises suivant le module premier p, sont les nombres 
entiers: 
1. 3, 


les quantites 14+@ seront done: 


... 
wi 
= 


p-1; 


Me Te EN p-1l. 0: 


en resulte que I(1+w)”"" est, en Jui ajoutant V’unite, la somme des 


ı! 
puissances 2r+1, des nombres 1,2, .... p—1, qui est un multiple de p, attendu 
que V'exposant 2» -+1 west pas divisible par le nombre pair: p—1. Ayant 
alnsı: 

zZ(1+w)”"t!1] 0  mod.p 
on voit immediatement que S, se reduit bien a un nombre entier, et nous 


obtenons pour le ealeul direct des nombres A,, la relation suivante: 
(22 +1), A,+ (2% -+1),A;+:--+(2%» +1),,A, 
— nn 2 DE Ss, E S. u S 


oti les quantites S;, S;. ... 8, se rapportent A tous les nombres premiers, 


Y 


jusqua 2» -Hl. 
Soit par exemple »=4, les nombres premiers jusqua 9, etant 


- 


3.2. 7. on aura: 


. ER 3 
Di, == 7 (36+126+84+9) = 8. 
n 1 nn 

S, = — (126 +9) = 27, 

Y 1 ) 

S, = 7 84 = 12, 


et par eonsequent: 
36 A, +126 4A,+844;+94, = —255 
ou en supprimant le facteur 3 commun aux deux membres: 
12 A +42 4+284,+3A, = —8. 
ao: 


Pour » 2. 3. nous trouverions sueecessivement: 
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Extrrit June lettre de W. Hermi'» a M. Borchardt. 47, 






A, —1, 
2A -+A, 3. 
3A, +94. +4, 

et ces equations donnent facilement les valeurs: 
A,-Ah-A,-A=—] 


doü: 


B, = 1-33 i 

B, = 1+> -, 5: n 
| 

B. - I Bi 12 

B, = —1+ ; ++ 5 


()n aura ensuite: 


i 1 l s) 

B,=1- a Sat om 
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ee a a a u 

) ) 1 I 43867 
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Vous remarquerez cette nouvelle fonetion numerique attachee au nombre 
impair 2r +1 

a laquelle eonduit le theor&me de M. Clausen et de M. Staudt, elle vient 
se joindre a toutes celles dont la theorie des fonetions elliptiques a donne 


+8; +..+8,, 


lorigine et les proprietes et peut &tre generalisee en substituant A S, la 
somme sulvante: 

u... fRa-l)-ı a. In +1) E (Zn +1)3,_3 ] 

ee ae! 5, 2 
qui coineide avec S, pour ze=1. On demontre en effet, comme plus haut, 
que =, est un nombre entier pour toute valeur entiere de r, p &tant un nombre 
premier queleonque, non superieur A 2r +1. 

Lamothe de Meursae (Charente Inferieure) 8 septembre 1875. 
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Zur Abhandlung des Herrn Oscar Emil Meyer 
über innere Reibung. 


(Von Herrn Ludwig Boltzmann in Wien.) 


D. ich vom Erschemen des Zusatzes zu dieser Abhandlung (dieses 
Journal Bd. 80) keine Kenntniss hatte, so sei es mir gestattet, hier zu er- 
wähnen, dass mir die Bemerkung, Herrn Meyers Hypothesen seien zur Ge- 
winnung der Schlussgleiehungen desselben untauglich, von Herrn Stefan 
mitgetheilt wurde und nur die Modifieation dieser Hypothesen nach Analogie 
der Carl Neumannschen elektrodynamischen Hypothesen von mir herrührt. 


Unterach am Attersee, 14. August 1875. 
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Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, welche algebraische Integrale besitzen, und 
eine neue Anwendung der Invariantentheorie. 


(Von Herrn L. Fuchs in Heidelberg.) 


\ ird eine lineare Differentialgleichung durch eine Wurzel eine: 
rationalen Funetion befriedigt, so ist eine lineare homogene Funetion der 
Glieder eines Fundamentalsystems von Integralen derselben mit eonstanten 
Coefficienten Wurzel einer rationalen Funetion. Sind die sämmtlichen In- 
tegrale algebraische Funetionen, und bildet man alle diejenigen Werthe. 
welche ein Integral durch die verschiedenen Umläufe der unabhängigen 
Variablen annimmt, so ist jede symmetrische Funetion dieser Werthe eine 
rationale Funetion. Da aber jeder dieser Werthe als lineare homogene 
Funetion mit eonstanten Coeffieienten der Glieder eines Fundamentalsystems 
dargestellt werden kann, so bin ich auf den Gedanken geführt worden, die 
mit den Gliedern eines Fundamentalsystems gebildeten Formen näher zu 
untersuchen. Es ergab sich, dass stets solche Formen angegeben werden 
können, welche gleich einer Wurzel einer rationalen Funetion sind, und 
dass der niedrigste Grad, welcher den Formen der letzteren Art zukommt. 
eine für alle Fundamentalsysteme sich g„leichbleibende Zahl N ist. Wir 
haben eine Form, welche „leich einer Wurzel einer rationalen Funetion ist und 
welche sich nieht in Formen niedrigeren Grades derselben Art zerlegen 
lässt, eine Primform genannt. Es liess sich nun erwarten, dass die Prim- 
formen vom Grade N bei der Untersuchung der algebraischen Gleiehungen. 
welchen die Integrale der Differentialgleichung genügen, eine fundamentale 
Bedeutung haben würden. In der That zeigte sich, dass durch die Be- 
trachtung derselben die wichtigsten Eigenschaften, wodurch diejenigen alge- 
braischen Funetionen, welche einer Differentialgleiehung von gegebene: 
Ordnung genügen, verknüpft sind, sich aufdeeken, und namentlich die Frage 
sich beantworten liess, unter welchen Umständen eine lineare Differential- 
gleichung algebraische Integrale besitzt. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 2 15 











Fuchs, Differentialgleichungen mit algebraischen Integralen. 


Da die Glieder eimes Fundamentalsystems von Integralen sich durch 
die verschiedenen Umläufe der unabhängigen Variablen in lineare homogene 
Funetionen mit eonstanten Coeffieienten derselben Glieder verwandeln, so 
werden sich die verschiedenen Werthe, welehe eine aus denselben Gliedern 
gebildete Form durch dieselben Umläufe erhält, durch die Ausführung 1i- 
nearer Substitutionen der Formenargumente erzielen lassen. Dieser Um- 
stand veranlasste mich, die Covarianten dieser Formen in die Untersuchung 
hereinzuziehen, da die Veränderungen der Covarianten durch lineare Substi- 
tutionen mit denen der Form im einfachsten Zusammenhange stehen. Es 
ergab sich nun hierbei, dass die Covarianten von Formen, welche gleich 
"ner Wurzel einer rationalen Funetion sind, ebenfalls Wurzeln rationaler 
Funetionen darstellen, und dass daher die Covarianten der Primformen vom 
(srade N, welche selber von niedrigerem als dem Nten Grade sind, identisch 
verschwinden müssen. Der weitere Fortgang meiner Untersuchung würde 
nun eine wesentliche Erleichterung gefunden haben, wenn in der Invarianten- 
lehre das Problem, die Formen „ten Grades zu bestimmen, deren Co- 
varlanten von niedrigerem als dem »ten Grade identisch verschwinden, sehon 
zelöst wäre. Da aber dieses nicht der Fall ist, so musste dieses Problem 
umgangen werden. Es ist mir in der That auch gelungen, durch (ie Be- 
trachtung der Hesseschen Uovariante die Lösung dieses Problems für die 
vorliegende Untersuchung entbehrlich zu machen. 

Ich habe im Folgenden die Untersuchung für die linearen Differential- 
sleichungen zweiter Ordnung, bei welchen die zu betrachtenden Formen 
binäre sind, durchgeführt, und behalte mir die Ausdehnung auf die Diffe- 
rentialgleichungen höherer Ordnung für eine andere Gelegenheit vor. Ich 
hoffe, dass die neue Anwendung, welche wir hier von der Invariantenlehre 
auf algebraisch-analytische Untersuchungen gemacht, schon in diesem ein- 
fachen Falle nicht unwichtig erscheinen werde. 

Von den kesultaten der vorliegenden Arbeit heben wir hier nur 
hervor den Nachweis, dass für die Differentialgleicehungen zweiter Ordnung 
der Grad N nicht höher als der zwölfte sei, und die Methode, die Be- 
schaffenheit der Differentialgleichung anzugeben, damit sie algebraische 
Integrale besitze, oder, wenn die Differentialgleichung vorgelegt, zu er- 
kennen, ob sie durch algebraische Integrale befriedigt werde. 
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1. \ 


eine Gleiehune 


ee) 


.) AA = 0, 


in welcher die Coefficienten A,. A,_,ı. ... A, rationale Funetionen von z 
sind, örreductibel nennen, wenn sich die linke Seite derselben nicht in Faetoren 
zerlegen lässt, die in Bezug auf » niedrigeren Grades sind und deren Co- 
effieienten ebenfalls rationale Functionen von z sind. 

Besitzt die irreductible Gleichung (1l.) zwei Wurzeln u, und u,. deren 
Quotient eine rationale Function j von z, so ist j eine ganzzahlige Wurzel 
der Einheit. 

Denn der Voraussetzung gemäss genügen #, und ja, der Gleichung 
(1... Es genügen daher wegen der vorauszesetzten Irreduetibilität dieser 
Gleichung die sämmtlichen Wurzeln derselben der Gleichung: 


2) AdfW"+A.,j uw" ++ AjutA = |. 


In Folge der Irreduetibilität der Gleichung 1.) ist A,. daher auch j von 
Null verschieden. Es verschwindet aber auch nieht A,. da der Grad deı 
Gleichung (1.) der mt® sein soll. Man hat also: 


er = : J mr i=1 2 m 
oder 
) ee ET ca 

d. h. entweder 

vr 
oder 

m 
Da aber wegen der Irreduetibilität der Gleichung (1.) A nicht für alle 


angegebenen Werthe von ö verschwinden kann, so ist j eine ganzzahlige 
Wurzel der Einheit. f 


Ist j eine primitive 4* Wurzel der Einheit, so ist nach Gleichung 


(9.) A„_;=0 oder von Null verschieden, je nachdem 
; nieht =0mod.i oder {== 0 mod.4. 


Da A, von Null verschieden ist, so ergiebt sich insbesondere: 


Der E.rponent 4. der primitiven Einheitswurzel j ist ein Dieisor von m. 
u 


id % 
nyjr 


Wir wollen mit Herrm Lioueille (journ. de lV’&eole polyt. ealı. 22, p. 184 1can 
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2. 


yr 
[2 
i 


‚s werde vorausgesetzt, dass «die Differentialgleichung: 
2 An 0 
mir rationalen Coefficienten ein algebraisches Integral « besitzt, und es sei 
1) A,W"+4A, We 4A = 0 
die irreduetible Gleichung mit rationalen Coeffieienten, welcher dasselbe genügt. 
I. Alsdann sind die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung 1.) Integrale 


derselben Differentialgleichung. 


a, h du d’u { n ' 
Denn aus (1.) ergeben sich 1 und FR als rationale Funetionen 


von « und 2. Die Substitution derselben in die Differentialgleichung (A) 
liefert eine Gleichung zwischen a und z, welcher der Voraussetzung nach 
eine Wurzel a der Gleichung (1.), also wegen der vorausgesetzten Irre- 
duetibilität dieser Gleichung sämmtliche Wurzeln derselben genügen (vergl. 
Lioweille 1. e. und eine Abh. desselben Verfassers in Lioueille, journal t. IV. 
p. 432). 

II. Wenn die Gleichung (1.) zwei Wurzeln u, und u, besitzt, deren 
Quotient nicht für jeden Werth von z constant ist, so hat die Differential- 
gleichung (A) nur algebraische Integrale. 

Denn alsdann lässt sich (s. meine Arbeit dieses Journal Bd. 66, No. 2) 
jedes Integral « in der Form 

(2.) u = Co + 6% 
mit eonstanten Coeffieienten e, und ce, darstellen. Der Ausdruck (2.) genügt 
aber einer algebraischen Gleichung, welche z. B. dadurch erhalten werden 
kann, dass man in Gleichung (1.) nach einander «, und «, für « setzt und 
zwischen den zwei so gebildeten Gleichungen und Gleichung (2.) a, und 
#, elimmirt. 

III. Ist der Quotient je zweier Wurzeln der Gleichung (1.) constant, 
so ist ein Integral der Differentialgleichung (A 'Wurzel einer rationalen 
Function. 

Ist nämlich «, eine Wurzel der Gleichung (1.), so besitzt dieselbe 
die Wurzeln 

Us Uli, las +++ ıujacın 


WO Jıs rs +++ Jn-ı nach der vorigen Nummer ganzzahlige Wurzeln der Ein- 
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2 "m 


heit sind. Es seien ji, Jar - + Imcı TESp. Alte, Ate, ... 4, _,t° primitive 
Wurzeln der Einheit, 4 das kleinste Vielfache dieser Zahlen, so sind jı. 


js Inı auch At Wurzeln der Einheit. Da nach der vorigen Nummer 4,. 


hau... A, Divisoren von m sind, so ist auch 4 Divisor von m. Nun aber 
sind wegen der vorausgesetzten Irreductibilität der Gleiehung (1.) ji. 


hr ++ Inc unter einander und von der Einheit verschieden. Andererseits 


hat aber die Gleichung 


nicht mehr als 4 verschiedene Wurzeln. Es ergiebt sich demnach m = 4. 


Nach der vorigen Nummer ist A,_;= 0, wenn nieht i=0 nach den 


mt 


Moduln A,. A. ... A,_,. d. h. wenn nicht ö durch A oder m theilbar ist. 
Demnach erhält die Gleichung (1.) die Form 
(3.) A.W"+A, =Q$. 

Wenn die Differentialgleichung (A) demnach ein algebraisches Integral «, 
welches nicht die Wurzel einer rationalen Function ist, besitzt, so sind ihre 
sämmtlichen Integrale algebraisch. Dieses ergiebt sich aus den Sätzen I] 
und III. Aus dem letzteren folgt nämlich, dass in diesem Falle die 
Gleichung (1.), welcher # genügt, mindestens zwei Wurzeln hat. deren 
(Quotient nicht für jedes z constant ist. Dann aber ergiebt sich unsere 
Behauptung aus dem Satze II. 


8, 

Die Beurtheilung, ob eine lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten durch die Wurzel aus einer rationalen Function befriedigt 
werde, führt in jedem Falle auf die Frage zurück. ob ein gegebenes System 
linearer Gleichungen endliche Lösungen besitzt. 

Es ist nämlich 


a» f u 


y= (2-4)"'(2—a, 3— 0, g(2), 
WO &, &, ... @, rationale (nicht positive ganze) Zahlen, g(3) eine ganze 
rationale Function bedeutet, der allgemeinste Ausdruck für die Wurzel 
einer rationalen Function. Für die singulären Punkte a,. @, ... a, wird 
entweder y oder die Ableitungen von y von einer gewissen Ordnung an 
unendlich. 

Soll also eine lineare Differentialgleichung durch einen solchen 
Ausdruck befriedigt werden, so müssen «,, @,. ... a, mit singulären Punkten 


der Differentialgleichung zusammenfallen. Die Exponenten «,, &, ... 
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werden durch gewisse algebraische Gleichungen bestimmt (ef. Lioueille, journ. 
de Vecole polyt. cah. 22, p. 154 sqq.). Ergeben sich für diese Grössen ra- 
tionale Werthe, und substituirt man alsdann den obigen Ausdruck y in die 
Differentialgleichung, welche von Nennern befreit gedacht wird, so erhält 
man nach Division mit (z 


yın 





a)" (3— a)" "...(3—a,)e””, wo » die Ordnung 
der Differentialgleichung ist, eine Gleichung, welche ausdrückt, dass eine 
ganze rationale Function von 3 identisch verschwindet. Setzt man die einzelnen 
Coetfieienten derselben gleich Null, so erhält man ein System linearer Glei- 
chungen zur Bestimmung der Coetfiecienten von g(z). Je nachdem letztere 
Gleichungen Lösungen haben oder nicht, hat die gegebene Differentialglei- 
chung die Wurzel einer rationalen Function zum Integral oder nicht. 

Es ist selbstverständlich, dass in jedem gegebenen Falle durch be- 
sondere Methoden das Verfahren vereinfacht werden kann. 

Weit schwieriger ist die Frage, ob eine lineare Differentialgleichung 
algebraische Integrale besitzt, welche nicht gleich Wurzeln aus rationalen 
Functionen sind. Wir wollen uns von jetzt ab mit der letzteren Frage für 
lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung beschäftigen. 


4. 
Sind die Integrale der Differentialgleichung (A) sämmtlich algebraisch, 
so gehört dieselbe zu der Klasse der Differentialgleichungen (12.) No. 4 
meiner Arbeit dieses Journal B. 66. Sind daher die singulären Punkte 
A, Ur, 2... G,, SO Ist 


u | 





alu BETT TIN.: Sale geü Ba NE 
(1.) ‚Pr en 3—d, 30 
Et ß, ß, ß, N 7 Ir Yo 
D\ rs er.“ : 4 ..o Fran 5 . — —t ee —O- . 
Ip (3 —a) L (3 —a,) Ta-a) 3 — a, r s—4q, 1 s— 4, 


wo die Grössen «, 5, y Constanten bedeuten und +7+ "+7, =0 ist. 
Wir nehmen nunmehr an, dass in der Gleichung (A) p, und p, diese 
Form haben, und substituiren in der Gleichung (A) 
(2.) =. MS, 
wo 


J 


3) u=etit— (3—a) (3-0) ®...(3—a,) te, 


und erhalten für y die Differentialgleichung 


va d’y 
(B) ds’ P.y, 
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wo 


| ls „ieh 
4) F= 4pt37,—-p- 


Da P eine rationale Function ist, welche nur für @,. @, ... a, unendlich 
wird, so sind auch für die Differentialgleichung (B) diese Grössen aus- 
schliesslich die singulären Punkte. 

Die zum singulären Punkt a, gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (A) ist 


vw 


(9.) r(r—1)+ar+Pß; = (0. 
Die zu demselben singulären Punkte gehörige determinirende Fundamental- 
gleichung der Differentialgleichung (B) ist: 


6.) r(r—1) = 1e/—tIa,—P,. 
Die beiden Wurzeln der Gleichung (6.) ergünzen sich zur Einheit. 
Setzt man in der Differentialgleichung (B) 
1 
x 


[A 


so hat P die Form 
«3 P=.f.P,{t), 

wo P,(0) nicht unendlich ist. Die Differentialgleichung (B) verwandelt 

sich in 

‚d’y 


>! s 
B) 4 dt’ 


u’ DE 
+21, — P,(t). 


Demnach ist die zuz=% gehörige determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (B 

r(r-1)+2r = P,(V), 
oder 


8.) rF+r= PO). 


| 
Die beiden Wurzeln der Gleichung (8.) ergänzen sich zur negativen Einheit. 

Sind die Wurzeln der Gleichung |5.) rationale Zahlen, so sind «, und 3 
ebenfalls rationale Zahlen. 

Denn es sind i—e, und /, resp. die Summe und das Produet der 
beiden Wurzeln der Gleichung (3.). 

Sind die Integrale der Differentialgleichung (A) sämmtlich algebraisch, 
so sind die Wurzeln der zu jedem der singulären Punkte gehörigen deter- 


minirenden Fundamentalgleichungen rationale Zahlen (s. meine Arbeit dieses 
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Journal B. 66 No.6. II.). also die sämmtliehen Grössen «, und /; ebenfalls 
rationale Zahlen. Es ergiebt sich also aus der Form von « Gleichung (3.): 
Sind die Integrale der Differentialgleichung (A) sämmtlich algebraisch, 
so sind auch die sämmtlichen Integrale der Differentialgleichung (B) algebraisch. 
Sind umgekehrt die sämmtlichen Integrale der Differentialgleichung (B) 
algebraisch und a. %, ... «, rationale Zahlen, so sind auch die sämmtlichen 
Integrale der Differentialgleichung (A) algebraisch. 


- 


>. 
Es sei y,, 9, ein Fundamentalsystem von Integralen der Ditterential- 
gieichung: 


d’y 


| 1. ds’ 


au P.y. 


wo P eine beliebige rationale Function von 3 bedeutet, so ist bekanntlich 
(vergl. Liowville in dessen Journal B. 4 p. 428 und meine Arbeit dieses 
Jourmal B. 66 No. 2) 


dy. 
d: Yı 

3. Sen - L[, 
Ay, | 
dz I: 


wo Ü eine von Null verschiedene Constante bedeutet. Nach irgend einem 
Umlaufe von z mögen nun y, und 9, übergehen in yı, Y., 80 Ist bekannt- 
lich (s. meine Arbeit B. 66 No. 2) 
3 \Yı = kuYır endr. 
Ip; = Ay YıTr ad; 
WO &ı 2... u Üonstanten sind. 


Aus Gleichung (2.) ergiebt sich abeı 


dy, 
Kr Y; 
| ds u 
— (, 
| dy, 
dz J: 
d.h. 
‚ dy, 

j . | dz 9 . 
(4.) A Kr Wi 
dy, 

| ds 9: 


wo die Substitmtionsdeterminante 
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&ı On 
vor 0:9 
mit A bezeichnet worden ist. Aus den Gleichungen (2.) und (4) folet: 
l. Die Substitutionsdeterminante & ist für jeden Umlauf von z deı 


Einheit gleich. 





Es sei f(yı. Yy. a,b, c,...) eine mit y,. 9, gebildete Form. d.h. eine 
vanze homogene Funetion von y,. 9, mit econstanten Üoefhieienten a, b, e, 
v(Yı. Yı, a, b, c, ...) eine Corariante der Form fi yı. 9. a. b, ec. 


\Wenn dureh eine Substitution 


\Yı - Bed. F, 


Iy — Bas f N IR } 
f(yı. 9, a,b, c,..)mf(Y.,Y,4A,B.C, ...) übergeht, so ist den Eigen 
schaften der Covarlanten gemäss: 
ß \Y ki; Y, + ki: B. 5 r N hi ) } ’“ (I, h. u. 
‚6. 
! -- kık»—hukı, 4 r,. Fi. A. B. Er 
wo 4 eine positive ganze Zahl bedeutet. 
Wenn Y,. Y, resp. mit y,. 9, zusammenfallen, also 
Mc hr 6) FA Nr A Bu, 
übergeht, so ist auch 
r Iylhuyıtrkay. hayıtrkay. a,b, ec, . 
A Ä 
= (kuka—kakau)p(yı, 9%, A, B C, 
Ist die Substitution (5.) mit der Substitution (3.) identisch, so ergiebt siel 
nach Satz 1.: 
7.) Ylauyıt Ray, Rayıt Onyı, a, b, c,... P(Yı: 9, A,B, C, 
Diese Gleichung ist eine in Bezug auf y,. y; identische, da sich sonst aus 
derselben für ”? ein constanter Werth ergeben würde, was der Voraus- 
U, 
setzung widerstritte, da y,. 9, ein Fundamentalsystem bilden. Es sei nun- 
mehr insbesondere 
=) Fi 5 EE... f(yı. Y%, a, b, c, 
wo y eine UGonstante bedeutet. so ist auch diese Gleichung in Bezug auf 
Y,. 9, identisch, so dass 


u 8 — A Y an . 
A=ya B=yb, C=ye..... 
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also auch, da die Covarlante in Bezug auf die Coefficienten der Form 


homozen ist: 
% plYyı, 9%, A, B, Ct, ..) = Yoy, %, ob, ec, 


wo k eine positive ganze Zahl bedeutet. Es ergiebt sich alsdann aus 


(Gleichung 6. 


IV. plaıYıt %aYr, AaYıt aa, a,b, c,...) = Typlyı, Yı, a, b, c, 


Il. Wenn nach irgend einem Umlauf der Variablen z die Form 
f(yı, 9%, a, b, c, in sich selbst mit einer Constanten multiplieirt übergeht, 
so wird sich nach demselben Umlauf jede Covariante dieser Form ebenfalls in 
sich selbst mit einer Potenz derselben Constanten multiplieirt verwandeln. 

Da eine Form fiy.. 9). welche Wurzel einer rationalen Funetion 
ist, durch einen beliebigen Umlauf von z in sieh selbst mit einer Einheits- 
wurzel multiplieirt übergeht, so folgt aus Satz Il, dass auch die Covariante 
einer solehen Form durch einen beliebigen Umlauf in sich selbst mit einer 
Kinheitswurzel multiplieirt übergeht. Sind nun y,, 9, Integrale der Diffe- 
ventialeleichung (B), so wird die Covariante unendlich nur von einer end- 
lichen Ordnung, da y, und 9, diese Eigenschaft besitzen (s. meine Arbeit 
B. 66 No. 4). 


lauf der unabhängigen Variablen in sich selbst mit Einheitswurzeln multi- 


Da nun eine Function, welche durch einen beliebigen Um- 


plieirt übergeht und überall von endlicher Ordnung unendlich wird, eine 
Wurzel einer rationalen Funetion ist, so ergiebt sich der Satz: 

Ill. Ist y,. y, ein Fundamentalsystem von Integralen der Differential- 
gleichung (DB 


so ist die Covariante jeder Form f(y,. 9), welche Wurzel 


einer rationalen Function ist, ebenfalls Wurzel einer rationalen Function. 
6. 
Sind wieder y,, 9, ein Fundamentalsystem von Integralen der Diffe- 


ventialgleichung (1.) vor. Nummer, so ergiebt sich aus der Gleichung (2.) 


wi» 


(derselben Nummer . 
’ Y, „f di Y. /S ds 
1, »# = —C/ - oder cf £ 
Y Yı Y; Y: 
Is werde von jetzt ab vorausgesetzt, dass «die sämmtlichen Integrale der- 
selben Difterentialgleichung algebraische Funetionen von z sind, alsdann ist 


u. . . Y . \ FR. / 
auch 2 eine algebraische Funetion von 3, demnach nach Gleichung (1.) 
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> fe & 
IR: . Y7 . u; 


aleebraische Funetionen von 2. 

Nach einem Satze von Abel (dieses Journal B. 4 p. 264, oder Oeuvres 
eompl. 1. Th. p. 355. vergl. auch Zioueille journal de V’Ceole polyt. eah. 22 
D- 147 müssen unter (iesen Voraussetzungen die Interrale 2 rational: 


° T ® . . | 1 | . 
Funetionen von 3 und resp. der algebraischen Funetionen —. oder —. sein 
yi IF 


Hieraus folgt, dass 9, eine rationale Funetion von z und y, und umgekehrt 
y, eine rationale Funetion von z und 9, ist. Ist der Quotient von y, und 
y, für jedes 3 eonstant, so sind y, und 9, ebenfalls rationale Funetionen 
von einander. Es ergiebt sich demnach der Satz: 

Sind die sämmtlichen Integrale der Differentialgleichung (B) algebraisch: 
Functionen von z. so ist jedes Integral derselben eine rationale Function von 2 


und einem beliebigen anderen Integrale derselben Differentialgleichung. 


i. 
1. Ist Y ein beliebiges Integral der Ditferentialeleichung (B LEERE 
m der Grad der irreduetiblen Gleichung, welcher y genügt, so lässt siel 
bekanntlich jede rationale Funetion p{y) von y und 3 stets und nur aut 
eine Weise in die Form 
"w py Gtreoytey-+'-+c,_yY 
c,_, rationale Funetionen von z sind. Demnach hat 


bringen, wo 6. €; 


y 

jedes andere Integral y, ausser y nach voriger Nummer (die Gestalt: 
2.) Yı = piy). 

Y 


+ 
Ist 


nicht für jedes 3 constant, so lässt sich bekanntlich (s. No. 2) jedes 
dritte Integral dureh die Form 

y\ ) 

3. ey+Ppyiy 
darstellen, wo « und 3 Uonstanten bedeuten. 

Wir nehmen nun an, dass auf einem gewissen Wege y in yj über- 

seht. so genügt yj der irreduetiblen Gleichung für y, und es ist deshalh 
nach No. 1 j eine ganzzahlige Wurzel der Einheit. Das Integral p(y) geht 


alsdann auf demselben Wege in g(yj) über. Da y(yj) ein Integral der 


Differentialgleichung (B) ist, so muss dasselbe die Form (3.) haben, also 


4) pi) = eyrPpiy 
14° 
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sein. Die dem angegebenen Wege entsprechende Substitution des Funda- 
mentalsystems 4, g({y) Ist daher 


N ON 
\@ 7 


Die Determinante A dieser Substitution ist nach Satz I No. 5 der Einheit 
eleich. Demnach ist 
9.) B=jI,, 
und man erhält 
8) tr yrly). 

Wegen der Irredwetibilität der Gleichung, welcher y genügt, folgt hieraus: 
T. j=0oj,i=l, 2, 3... m—1, 
"Yegantej"., 

[st j eine primitive /'® Wurzel der Einheit, so ergeben die Gleichungen (7.) 

und (7“. 

8. ec, =0, wenn nicht <= 1 oder i=—1 modl. 

Ks sei daher 


9.) 1) 


v(y) = G+CcYy en "_,),9 


mM . . r v . .... . . 
(? ist eine ganze Zahl, da nach No. 1 ! ein Divisor von m ist ), so Ist 


10.) yWy) = aytyTyly), 
und jedes Integral hat die Form 

11) (e+Pe)y+Pywiy). 
Ist j eine höhere Einheitswurzel als die zweite, so folgt aus Gleichung (7“.), 
dass ec, eine Constante 


16 


(12.) C = -_ 1 r 
+7 


y\ 
h 


Ks ergiebt die Gleichung (10.), dass 
yTyiy) 
ein Integral der Differentialgleichung (B) ist. 
Es bilden auch, wenn nicht w{y') identisch Null ist, y und y7’w(y) 
ein Fundamentalsystem, da y”*w(y') nicht einer Constanten gleich ist. 
Ist aber 


soilsta =. 
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Ks ist also immer 
14.) «= a(lj-j 
Im zweiten Falle hat nach Gleichung (10.) jedes Integral die Form 


yv(y'). 

Il. Es sei F{y) ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (B). 
welches nicht gleich y mit einer Constanten multiplieirt, und von der Be 
sehaffenheit, dass 

(15.) Fiyj) = eF(y), 

wo # eine constante Grösse Da ein gewisser Weg y in yj überführt, so 
führt auch ein Weg (welcher der k maligen Wiederholung des ersteren aequi- 
valent ist) y in yj° über. Der letztere führt aber nach der Voraussetzung 
F(y) ineF(y) über. Es ist daher die zu diesem Wege gehörige Substitution 
des Fundamentalsystems y, Fiy) 

Fa‘ 

\0 £&) 
Da nach No. 5. Satz I die Determinante dieser Substitution gleich der Ein- 
heit ist, so ergiebt sich: 

Wire. 

Da aber F(y) die Form (11.) hat, so ist: 


10) Fo) = (d+Pe)y+Ppy” 


w(y‘). 
Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (15.) und (16.) folgt: 

18.) Hr) yy) Eye rg). 
is ergiebt sich hieraus entweder 


19)  «+fpe = 0 (k unbestimmt 
oder 

1%.) #==1 dh 2%=0 modi. 
Im Falle (19.) ist 


) FF = Pyyly). 
Im Falle (19°) ist: 
1) wenn Z ungerade, k=0 modl, also =1,.=1; d.h. die Glei- 


chung (15.) ist die selbstverständliche 


Fiy) = Fiy); 
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) 


2) wenn / gerade, so würde k= „ mod/ sein kömen, d.h.’ =—1 
und 4 l. und die Gleichung (15. 
Lö”, F—y -Fy. 


lasst man dieses zusammen. so erhält man den Satz: 


Die Gleichung 15.) erfordert, dass == j", und sie besteht für ein 


nicht durch I theilbares k nur dann, wenn entweder Fiy) die Form !y'w(y) 
hal, oder wenn I eine gerade Zahl und k= „ modl/, also e=—1 ist. 
Il. Es sei Fiy) ein beliebiges Integral der Ditterentialgleichung (B). 
welches nicht gleich y multiplieirt mit einer Constanten, und es sei 
(21. Fiyj eFiyj'). 
wo p und gq ganze Zahlen. & eine Uonstante ist. Diese Gleichung wird 
von jeder Wurzel der irreduetiblen Gleichung für y, also wenn yj’ für y 


gesetzt wird. befriedigt: es ist also: 


(22.),.. Fig eFiy). 


lÜs ergiebt sich daher aus dem Matze in II. dieser Nummer: 


Die Gleichung (21.) erfordert, dass e=j'", und sie besteht, wofern 


nicht p=q mod/!, nur dann, wenn entweder Fiy) die Form "y'wi(y) hat. 


oder wenn I eine gerade Zahl ist und p—g- : mod/, alo e= —1 ist. 
Lv. 1) Ist 
23) Fn = PyTely), 
so Ist 
(24. Fuyj‘) = j"F(y) 


für jedes ganzzahlige 4, und die Glieder der Reihe 


25.) Fi), F(yj), --- Fi”) 


sind nur um eonstante Facltoren von eimander verschieden. 
2) Ist / eine ungerade Zahl, F(y) ein beliebiges Integral, welches 


nicht gleich y multiplieirt mit einer Uonstanten und nieht von der Form (23.), | 


so ist nach II und III kein Glied der Reihe (25.) gleich einem anderen mul- 





tiplieirt mil einer Constanten. | 
3) Ist / eine gerade Zahl und F(y) ein wie in \2.) beschaffenes In- 


tegral. so sind die Glieder der Reihe 
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a ») )) } 


N (29". Fiy), Fiuj), --- Fi’ 


nicht um nur constante Factoren verschieden, dageren Ist 


26. Fiyj Fyj). 


.J 


Der Grad der irreductiblen algebraischen Gleichung, welcher ein In- 
tegral der Differentialgleichung 1) genügt, ist für alle Integrale unverändert 
derselbe. 

Ks sei y ein algebraisches Integral, m» der Grad der irreduetiblen 
algebraischen Gleichung, welcher y genügt, y, irgend ein anderes Integral. 
so ist nach No. 6 y, eine rationale Funetion y(y) von y und 2. Da m die 
Anzahl der verschiedenen Werthe ist, die y durch alle möglichen Umläufe 

| von z erhält, so nimmt y, durch alle möglichen Umläufe von z eine An 
zahl m’ verschiedener Werthe an, die nieht grösser ist als m. Bildet man 
eine Gleichung m’ten Grades, welcher diese m’ Werthe genügen, so sind die 
Coefficienten derselben rationale Funetionen von 2. Dieselbe Gleichung 
befriedigen die sämmtlichen Wurzeln der irreduetiblen Gleichung, welcher 
y, genügt. Es ist daher der Grad m, der letzteren Gleichung nicht grösser 
als m’, also auch nieht grösser als m. Andererseits ist aber nach No. 6 
auch y eine rationale Funetion von y, und z. Es ergiebt sich daher ebenso, 
dass m nicht grösser als m,. Es ist demnach m = m,, wie behauptet worden. 
Man könnte daher mit Recht m den zur Differentialgleichung ( 


gehörigen Grad nennen. 


(), 
Es sei y ein Integral der Differentialgleichung (B), und 
1. A,„y"—+ A yet + A () 


die irreduetible Gleichung 


e, welcher y genügt. Es seien Yı, Yo, » ++ 9, die 
m—1 übrigen Wurzeln der Gleichung (1.). Unter den Wurzeln derselben 
Gleichung seien Y, Yı, Yas +». 9.1 80 beschaffen, dass nicht der Quotient 
irgend zweier derselben für jedes z constant ist. Wir wollen y, yı, 9». 


Y„_, das redueirte Wurzelsystem der Gleichung (1.) nennen. 





Es kann eintreten. dass n = m. 


Ist aber a< m, so ist nach No. 1 jede nicht zum redueirten Wurzel- 
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vanzzahligen Wurzel der Einheit multiplieirt. 

l. Sind diese Multiplicatoren resp. l°, I, L,'e ete. primitive Wurzeln 
der Einheit j, ji; J:, ete., und unter den Zahlen I, I,, I, ete. I die grösste, 
so biefert das System: 


2) ar Mr I 22... 
die sammtlichen Wurzeln der Gleichung 1. 

Ist nämlich », eine beliebige Wurzel der Gleichung (1.) und genügt 
derselben der Werth 7j,, so genügt ihr auch wegen ihrer Irreduetibilität 
,j,,; wo n' eine beliebige andere Wurzel derselben ist. Aus demselben 
Grunde genügt ihr auch 7j,, für ein beliebiges ganzzahliges a. Es ist 
demnach allgemein 

3.) 
eine der Wurzeln der Gleichung (1.), wenn a. b beliebige ganze Zahlen 
und © eine der Zahlen ®, 1, .... 2—1 bedeutet. 

Ks sei nun das kleinste Vielfache von / und /, gleich 7, und g eine 
primitive Z!* Wurzel der Einheit, so ist 

4.) j=9 ı „=9 °; 
wo r und v resp. relativ prim zu / und /, sind. Man hat also 


/ / 
® ra | v’b 


ee) m 
’ 2 / ) i , 
Nun aber sind —- und 7 relativ prim, ferner ist r zu , relativ prim, folg- 
74 Z 
a /. 7 ’ ” ade 
ich ist ZU, relativ prim. Der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
D4 

, ii = - a 7 
r- und y Ist also der grösste gemeinschaftliche Theiler von r und r". 


/. . f „ un 
Nun istr zu relativ prim, demnach ist der grösste gemeinschaftliche 
zu . 7 ‚4 i A die u 
'heiler von r- und r der grösste gemeinschaftliche Theiler von r und 
r, also zu / und Z,, und demnach auch zu 4 relativ prim. Derselbe sei r, 
so können bekamntlich ganze Zahlen a und b so bestimmt werden. «dass 

/ # 2 1 
6) °F AL +r' 


wird. Es ergiebt sich alsdann für diese Werthe a und b aus Gleichung (5.) 


system gehörige Wurzel gleich einer des redueirten Systems mit einer 
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Er 2 nz 

Wir behaupten nun. dass 4 ! sei. Denn wenn dieses nieh tattfände. 
so wäre 4 —>1, und es ergäbe sich aus der Gleichune 7... dass die Glei 
chung (1.) eine Wurzel y;g’ hätte, wo g’ eine primitive 4 Wurzel der 
Einheit, also von höherer als der !eu Ordnung wäre, was der Voraussetzung 
widerspricht. Man schliesst hieraus: 

Die Zahl I ist ein Vielfaches der Zahlen I,, l,. ete. 

Daher sind j,. j.. ete. in der Reihe 

a er 

enthalten. Da aber nach No. 1 die sämmtlichen Grössen der Reihe (2. 
Wurzein der Gleichung (1.) sind, und diese Gleichung wegen ihrer Irre 
duetibilität nur ungleiche Wurzeln hat, so ist unser Satz bewiesen. 

Wir wollen / den Index der Gleichung (1.) oder des redueirten 
Wurzelsystems derselben nennen. Wir haben alsdann den Satz: 

ll. Das Product aus der Gliederzahl des redueirten Wurzelsystems 
der Gleichung (1.) in den Index derselben ist gleich dem Grade der Gleichung. 

lil. Wenn durch irgend einen Umlauf von z zwei verschiedene Gliedeı 
y, und y, des reducirten Wurzelsystems gleichzeitig in y,.j' und y,.j' äber- 
gehen, wo y, und y, ebenfalls Glieder des redueirten Wurzelsystems sind, so 
sind y, und y, ebenfalls verschieden. 


A 





Denn dureh einen dem angegebenen Umlauf entgegengesetzten Um 


lauf gehen gleichzeitig y, in yj" und y, in j ”y, über. Wäre nun Ü#, 


so müsste 


oder 
Yy = I Y 
sein, gegen die Voraussetzung. 


10. 


Es sei 7 ein beliebiges Integral der Differentialgleichung welches 


u 
ww 
\ 


einer irreduetiblen Gleichung m!®® Grades genügt. 7, Ms Mas... das 


rk In—ı 
redueirte Wurzelsystem dieser Gleichung und / der Index derselben. Da 
die sämmtlichen Wurzeln Integrale der Differentialgleichung (B) sind, so 
lassen sie sich als lineare homogene Funetionen eines beliebigen Kun- 
damentalsystems von Integralen y,. y; mit constanten Goeffieienten darstelien. 
Es sei also: 


(1) = Ay tAay, i=0, 1, 2,..on—1. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 2. 15 
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Wir bilden die Form n»ten Grades: 


.) 


f\yı. %») . (As Yyı-F Ana. Ayıyı HF An9a)..-(Auyıt Auyı), 
so wird f(yı, 9) durch einen beliebigen Umlauf von z in sich selbst, multi- 
plieirt mit einer /ten Kinheitswurzel, übergehen. Da dieselbe Funetion 
überall nur von endlicher Ordnung unendlich wird, so ergiebt sich: 
l. Die Form f(yı. 9) ist Wurzel einer rationalen Function von 3, 
deren Exponent höchstens gleich 1. 
Il. Ist umgekehrt eine Form F(y,. y) Wurzel einer rationalen 
Function von z und 
n = Auyıt AuY: 
ein Factor der Form, und bilden 7, n,, m. ... n,_, ein redueirtes Wurzel- 
system der irreductiblen Gleichung, welcher n genügt, so ist n, con der Gestalt: 
A A,Yı + AaY: 
und die Form Fiy,. y:) enthält auch die Factoren n,. Mm. -.- Na-ı: 
Denn bezeichnet man den durch irgend einen Umlauf von z erhaltenen 
Werth von F(y,, 9) mit F'(y,, y»), so ist der Voraussetzung gemäss 
3) Foy,y) = eF(y,, ya), 
wo & eine ganzzahlige Einheitswurzel ist. Diese Gleichung ist eine iden- 
Y: 
u, 


verschwinden daher beide Seiten der Gleichung für dieselben Werthe des 


tische, da sich sonst für ein für jedes z eonstanter Werth ergäbe. Es 


Verhältnisses ”» Wenn nun durch den angegebenen Umlauf 7 in n, über- 
Y, 


geführt wird, so enthält die linke Seite den Faetor n,, folglich auch die 
rechte. Da es aber stets Wege viebt (s. Puwiseuz in Liouvilles Journal 
t. XV). welche die Wurzel einer irreduetiblen Gleichung in jede andere 
Wurzel derselben überführen, so ist unser Satz bewiesen. 

Wir wollen eine Form, welche nur solehe Faetoren enthält, die zu- 
sammen das redueirte Wurzelsystem einer irreduetiblen Gleichung bilden, 
welcher ein bestimmtes Integral genügt, und zwar diese Faetoren alle und 
jeden zur ersten Potenz, eine Primform nennen. 

Aus dem Satze I ergiebt sich dann: 

III. Jede Primform ist Wurzel einer rationalen Function. 

Aus dem Satze II folgt aber: 

IV. Haben zwei Primformen einen gemeinschaftlichen Linearfactor, 


so sind sie bis auf einen constanten Factor identisch. 
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V. Ist eine Form f(y.. y:) Wurzel einer rationalen Function. so lässt 
sich dieselbe in ein Product von Primformen zerlegen. 

Denn ist 7 einer der Factoren der Form, und bilden 7,. 7. ...n,_, 
zusammen mit 7 das redueirte Wurzelsystem der irreduetiblen Gleichung. 
welcher 77 genügt, so ist nach dem Satze II f(yı. 9) durch die Primform 

F Yır 9: IN Nr Ni 
theilbar. Nach dem Satze III ist aber p(yı.9) Wurzel einer rationalen 
Funetion, also auch die Form 
Pin) = hot 
Wurzel einer rationalen Funetion. Durch Fortsetzung desselben Schlusses 
in Bezug auf f'(y,.9,) u. 8. w. ergiebt sich unser Satz von selbst. 


Man hat also, wenn p (yı. 92). Pı(lYı» 92). PalYı. Yo). ».. Primformen sind. 


4) fu) = Copy 1299) (9: Y 
wo © eine Uonstante bedeutet. 

Als Corollar ergiebt sich der Satz: 

VI. Ist eine Form f(y,.9;) Wurzel einer rationalen Function, so ent- 
hält sie alle solche Linearfactoren, welche zusammen das reducirte Wurzel- 
system einer irreducliblen Gleichung bilden, gleich oft. 

In der 'That, die Form enthalte den Factor 7 genau zur eu Potenz 


so müssen, da jede Primform in Gleichung (4.) jeden ihrer Faetoren m 
einfach enthält, genau 4 Primformen in dem Produete auf der rechten Seit 


dieser Gleichung den Factor 7 enthalten. Diese Primformen sind aber nach 


Satz IV bis auf einen constanten Factor identisch, folglich ist f{y..Y 
En: lurch die 4 Potenz einer Primfor welch: ıthält. theilbar | 
oecnau durch die 27 LOtEenZz einer LKrımiorm, Weiche 7 enthalt, thelidar, also 


ni 


auch Fenau durch die 4 Potenz jedes Kactors derselben 


11. 
Ks sei »» der zur Differentialgleichung (B) gehörige Grad. 

Die Anzahl der Glieder des redueirten Wurzelsystems der irreduetiblen 
Gleichung, welcher ein Integral y der Differentialgleicehung (B) genügt, ist 
im Allgemeinen für die verschiedenen Integrale verschieden. Der geringste 
Werth, welehen diese Anzahl annehmen kann, sei N, und der Index der 
irreduetiblen Gleichung, welcher die Glieder eines redueirten Wurzelsystems 
von der Anzahl N genügen, sei Z, so ist nach Satz Il No. 9 

m = NL. 
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I. Die Zahl N ist auch der niedrigste Grad einer Form f{yı. Y.). 


welche Wurzel einer rationalen Function ist. j 

Dieser Satz ist eine Folgerung des Satzes Il voriger Nummer, aus 
welchem sich ergiebt, dass jede Form. welche Wurzel einer rationalen 
Kunetion ist, mindestens so viel Linearfactoren enthält, als die Anzahl der 
Glieder eines redueirten Wurzelsystems beträgt. Die aus dem Produet der 
Glieder eines redueirten Wurzelsystems von der Anzahl N gebildete Form 
ist nach Satz Ill voriger Nummer eine Form XNten Grades, welche eleich 
der Wurzel einer rationalen Function. 

Il. Eine Form F(y,, 9), welche Wurzel einer rationalen Function 
ist und den niedrigsten Grad N hat, ist eine Primform N'er Grades. 

Wäre nämlich F(y,.9) nicht Primform, so liesse sich diese Form 
nach Satz V voriger Nummer in em Produet von Primformen zerlegen. 
Diese Primformen müssten aber von niedrigerem Grade als dem Nten sein, 
was dem Satz III voriger Nummer und dem >Satze I] dieser Nummer 


.y er 
widerspräche. 


12. 


Die Hessesche Covariante P(y,,y:) einer Primform P(y,.y,) des 
Nen Grades ist ebenfalls eine Primform. 

Nach dem Satze III No. 10 ist P\y,.Y) Wurzel einer rationalen 
Kunetion, folglich nach Satz IlI No.5 auch #(y,,y;) Wurzel einer rationalen 
Funetion. Diese Form ist bekamntlich vom (2N—4)ten Grade. Wäre sie 
keine Primform, so liesse sich dieselbe nach Satz V No. 10 in ein Produet 
von Primformen zerleren. Von diesen müsste aber wenigstens eine von 
niedrigerem Grade als dem Nten sein, was nicht möglich ist. 

Wir können im Folgenden voraussetzen, dass die Hessesche Covariante 
einer Primform Nten Grades nicht identisch verschwindet. Denn das identische 
Verschwinden der Hesseschen Covarlante einer binären Form hat zur Folge, 
dass die Form der Potenz einer linearen homogenen Funetion ihrer Argu- 
mente „leich wird. Es würde demnach schon eine lineare homogene Funetion 
zweier Integrale Wurzel einer rationalen Funetion werden, d.h. N=1 sein. 

13. 

ls sei eine aus dem Fundamentalsysteme y,, y, gebildete quadratische 

Form von ungleichen Linearfactoren 


1) tat = pe) 
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wo g(z2) Wurzel einer rationalen Funetion. Setzen wir 


ww 
\ U, 
-) Y, 
la rau + au fu), 
So folet aus ;M 
2 4 
>. fu 
Yı 


Bezeichnet man die logarithmischen Ableitungen von f(w) nach # und von 
g(z) nach z resp. mit fi(«), y,(z), so folgt durch Differentiation der Glei 
ehung (3.) mit Rücksicht auf Gleichung /1.) No. 6 

2 


4) Chu) = yıyıla)-2y- 


Dureh Difterentiation dieser Gleichung und nz TE der 





y 


Gleichung (1.) No.6, und mit Benutzung der Differentialgleichung (B) folgt: 


. PARIAC 


du 


u“ 


dy, | AIR ur I 
7 -Yı\ dz / 


BE WERE 5ER 
YıYı © | d- I Yı d: 


a > ip a } 
IInrch Elimination von -—" aus den Gleiehuneen (4.) und "5. ergiebt sich: 
| 


(° 12 „I dp] vlg. 3) +2 .n -4P|. 


du 


db.) 
Substituirt man hierin den Werth y, aus Gleichung (3.), so folgt: 


' i fu) /; ai ) )] u dy, (2 
219 ( Bi „\2 =\2 _L9 > 
( [27 . du / er. | Burn d: u | 


du 


oder 


4 ,, a dg (2) 

i kA = @i2 I: (2/’+2 4p|. 
f Fi dz 

wo 4 den eonstanten Werth C 4a — a, bedeutet. 


Die Clonstante A ist von Null verschieden. da C nach No. > nicht 


m 


erschwindet und die quadratische Form ungleiche Faetoren enthält. Wie 
man unmittelbar sieht, ist dieselbe von der Wahl des Fundamentalsystens 
unabhängige 

Sind P und g(z) gegeben, so bestimmt sieh 4 aus Gleichung (.) 
am zweekmässigsten dureh Substitution eines besonderen Werthes für 2. 

Da der Factor von g(z)’ in Gleichung (7.) eine rationale Funetion 
von z Ist,.so ergiebt sich zunächst: 

I. Das Quadrat von g(z) ist eine rationale Function. 


Setzen wir 


Ei 
63 
23 
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re 


i 
so ergiebt sich aus Gleie (9 I; 
giebt sich aus Gleichung (7. I ind 
q p 5 /dlogw(z)\ 1 dw), fr befrie 
I - —+-WIi2). 
16 \ ds / 4w(z) ds A, 
Il. Die Differentialgleichung (B) hat in diesem Falle das Fundamental- 
system von Integralen: 
' j \ 1 . . u a “ 1 J ” > 
10. Yı — u 3 ” 'p fh (:)d + Y) = (2) Ip fi (2)d : FÜs fe 


Diese Integrale sind dann und nur dann algebraisch, wenn Yır@ dz 


" E weh sein | 
gleich dem Logarithmus einer algebraischen Function ist. 


In dem Falle, dass y,. 9, algebraisch sind, haben sie, wie sich aus 
der Abhandlung von Abel (Oeuvres compl. t. I p. 350 sqgq.) ergiebt, die Form: 
RT DO ——an Es ı 
14, JM = via) "[p+a vv), 
\ 11.) # m‘ Divis 
(9 = via) iptgyv@l“, 


wo p, q rationale Funetionen von z, @ eine rationale Zahl ist. 





Die Entscheidung hierüber erfolgt auf bekannte Weise. nicht 

Wir haben also unsere fernere Untersuchung nur auf die Fälle 
N —>% auszudehnen. so ist 
14. 


Ks sei wieder 7y,. 9) die Hessesche Covariante der Primform 


eral 


Neu Grades P(y,.y), und es werde N>>2 vorausgesetzt. Da diese Co- 


also 
variante eine Primform ist (s. No. 12). so bilden ıhre Linearfaetoren das 
vedueirte Wurzelsystem einer irreduetiblen Gleichung mten Grades (s. No. 10 
dessen Gliederzahl 2N—4 ist. Der Index dieser Gleichung sei 1’, so ist eime 
nach Satz II No. 9 und No, 11 
1.) (2N-4)UV=m=LN. Ist e 
Es bedeute nun 7, einen Linearfaetor von D(y,,y:), J eine primitive Vonst 
[‘ Wurzel der Einheit, £ einen beliebigen Linearfactor von F(y,.9y). Da von 
n und © Integrale der Differentialgleicehung (B) sind, so ist £ nach No. 6 
eine rationale Function von 7) und 2. d.h. 
Es sei der Factor {= F(n) so beschaffen, dass 
Wo 
} ıf IN — > | > L_| » 2 ib =. » {N- l I; 
I) U ’ Mike Ci I C, N { C;; 7 I Cx -1) /, ” werd. 
so geht durch einen Umlauf, welcher 7 in 7J überführt, F(n) Br’ 
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in J'F(n) über. Es genügt daher der irreduetiblen Gleichung, welche £ 
befriedigt, auch SJ”'. Nach Satz I. No. 9 ist demnach 
Gi ZH 
Ist 1) N > 4, so ist 
N<2N-4. 
Ks folgt also aus (1.) und (4.), dass mur 


L[=L md N=4 
sein kann. 
Ist 2) N=3, so ergiebt die Gleichung (1.) 
5.) 3. = 2L. 


Ks ist also U’ >>L. In diesem Falle ist aber nach Satz I. No.9 L ein 





is Ei. a na a 
Divisor von Z’, also 27 eine gerade Zahl, daher kann die Gleichung (5.) oder 
L' 
5) G 
3 —=.2 
L 
nicht bestehen. 
Hat also ein Linearfactor £ der Hesseschen Covariante die Form (2.). 
soit N=4. 
Hierher gehört auch der Fall L=1, da in diesem Falle jedes Inte- 
gral die Form (2.) hat. Aus Gleichung (1.) folgt 
6. LU(2N—-4) = N, 
also 
2 
VERSUS 
N 14 2L' -1 } 
eme Gleichung, welche in ganzen Zahlen nur bestehen kann, wenn 
Ei — R. N - 4. 
Ist endlich ein Factor { der Hesseschen Covariante gleich en, wo « eine 
CUonstante, so ist nach Satz IV. No. 10 und nach No. 12 diese Covariante 
von P(y,,9,) nur um einen constanten Factor verschieden, also: 


2N—-4 = N, 


d.h. wieder 


=] 
+ 


4 


15. 
Es mögen die Bezeichnungen der vorigen Nummer beibehalten 
werden, aber es werde vorausgesetzt, dass keiner der Factoren € die Form 


Pr" w(n”) habe, oder gleich 7 multiplieirt mit einer Constanten sei. 








DZ nv 
IN 
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. [} L 1 4 1 %, '. {[r ; . i y® ] z u * 
Ks ıst alsdann nach No. 7. IV. kein Glied der Reihe: 


1. Fin); ERS, rn. Fin 


j i ’ 
‘_ y 1 ” L ” 4 | 1 1 4 r 
wo .& F n) und A = I, oder ee, nachdem ZU unpoerade odcr gerade, oleie] 


CIDEM Aanaerfen multipiieirt mit einer Uonstanten. Demnach sind die Gliede 
N 


chung, welcher genügt, also sämmtlich Factoren von F(y.. Y.)- 

Ist F,(n) ein Lineartactor von 7 y,.9), welcher keinem Gliede de: 
weihe (1., mit einer Constanten multplieirt gleich ist, so ist auch F, (nJ° 
für ein beliebiges sanzzahliges a nicht zleich einem Gliede der Reihe (1. 


mit einer Constanten multiplieirt. 


Denn aus der Gleichung 


F (nJ° eF(nJ®\. 


) 


wo e eine Uonstante ist. würde sich weren der Irreduetibilität der Gleichung 


m) 


für 7 ergeben: 
F (rn eF(r JS), 
even die Voraussetzung. 


Ks ist also keines der Glieder der Reihe 


2. "ie, Mid. ... And“ 


gleich einem Grliede der Reihe (1.) mit einer Constanten multiplieirt. Es 
ist aber auch nach No. 7, IV. kein Glied der Reihe (2.) gleich einem an 
deren derseiben Reihe mit einer Constanten multiplieirt. Die Glieder diese 
keihe sind also neue Glieder des redueirten Wurzelsystems der Gleichung 
für {, also sämmtlich Faetoren von F(y,, 9). 

In ähnlicher Weise würde aus der Existenz eines Linearfactors F; (? 
von P(y,,9), welcher weder gleich einem Gliede der Reihe (1.) noch 
einem Gliede der keihe (2.) mit einer Constanten multiplieirt, die Existenz 


einer von (1.) und (2.) verschiedenen Reihe: 
3.) Pin, Rand), ... Rad") 


von Gliedern desselben redueirten Wurzeisystems oder A neue Faetoren 
von P(y,,9y;) sich ergeben. 

Durch Fortsetzung dieses Schlusses gelangt man zu dem Satze: 

l. Ist ND>2, und kein Factor der Hesseschen Covariante P(y,.y,) der 
Primform B(y,.y:) N’ Grades von der Gestalt An""w(n"), so ist P(yı, 9.) 


der Reihe (1.) Glieder des redneirten \Wurzelsy stems der irreduetiblen Glei- 








ein 


wo 


sich 


Ss0 | 


Wo 


d. | 


ode 


ein 


wi 


Wi 


D: 
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ein Product von Factoren der Form: 


a) ' PR = FReo)And).. Akad), 


ee; 


wo A=L oder >: Je nachdem IL, ungerade oder gerade ist. 


Da die Anzahl der Factoren von Fiy,.y.) gleich 2N—4, so 
sich aus diesem Matze: 
ll. 


Setzt man also 


Es ist 4 ein Dirisor von 2N —4. 


ü 2N —4 
, 


„fl 


= A. 
so 18t 
(6.) 


P(iyusy) = C.PıP....P,, 


wo C eine Uonstante bedeutet. 


16. 


Unter den Voraussetzungen der vorigen Nummer sei: 


1) L=2. Aus Gleichung (1.) No. 14 folgt alsdann 
au Na reihe 
d. h. 
Bye, = 
oder 
SB) De N=3. 





2) L>2. In diesem Falle bilden nach No. 7, I. 


I 


n und a 


lay (m?) 
l / pin 


ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B). 
wir demnach 
(4.) 


us _ „Ii-l L\ 
Yı = ’E Y: u. vn je 


Wir haben alsdann 


(9.) F,(n) = 


a,Yı + Pr, 


wo @,, 3, Constanten bedeuten. Ferner ist 


(6.) F(nJ’) = a S’y+PJ"y.. 


Demnach ist 
IM. „u. 
2) PR =J ° [Byp+t-Dr'ayi. 
Es ergiebt sich also aus Gleichung (6.) vor. Nummer: 
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erelebt 


Setzen 
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It N > 2, LI>2, und kein Factor der Hesseschen Covariante P(y.,y: 
der Primform Piyı.y2) N Grades der Gestalt Bn’""w(n”) und nicht gleich 
 maltiplieirt mit einer Constanten, so hat P(y,,9,) die Form: 


je 


8.) Flyı,y) = EA H-DeEy) Aeiyh).. (Bil tahyi), 
wo C eine Constante bedeutet. Diese Covariante enthält also y, und y, nur 


in solchen Potenzen, deren Exponenten Vielfache von 4 sind. 


12, 

Die Hessesche Covariante der Hesseschen Covariante F(y,,y,) Glei- 

chung (8.) vor. Nummer hat die Gestalt: 

(1.) Fy.y) = My)“. P(yı, PR). 
wo P,(yi,y:) nur solche Potenzen von y, und y, enthält, deren xponenten 
Vielfache von 4 sind. 

Da die Hessesche Covarlante Fiy,,y.) nach No. 12 Wurzel einer 
rationalen Funetion ist, so ist nach Satz Ill. No. 5 auch die Hessesche Co- 
variante der Hesseschen Covarlante #,(y,,.y:) Wurzel einer rationalen 
Funetion. Da #,(y,,y,) den Factor y, 4—2mal enthält, so enthält dieselbe 
Form nach Satz VI. No. 10 sämmtliche mit y, zu einem redueirten Wurzel- 
system zu vereinigenden Integrale als Linearfaetoren und zwar jedes min- 
destens zur 4—2ten Potenz. Da die Anzahl der Glieder dieses Waurzel- 
systems mindestens gleich N ist, so ist #,(yı, 9.) demnach durch eine Form 
vom mindestens (A—2)Nten Grade theilbar. Nun ist #,(y,,9) vom Grade 
4N—12. Es muss also: 

(2) 4N-12 > (4—2)N 
oder 


(2) (6-)N=12 


sein. Aus dieser Ungleichung folgt: 
l. Die Zahl 4 ist kleiner als 6. 
Aus Gleiehung (1.) No. 14 folgt: 


(3.) N — 2+ Een VE 


Aus No. 14, ferner dem Satze II. No. 15, dem Satze I. dieser Nummer und 
der Gleichung (5.) ergiebt sich, dass für N>>2, L>> 2 die folgende Tabelle 
die allein zulässigen Werthcombinationen von N, L, L' sämmtlich enthält: 











in N 


giebt 


syste 


fin. 


mals 


und 
Fun 


Stel 


Die 


wo 
sie] 


Wo 


S0 





Re 
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L= 3, ı=3: L=2, N= 8 oder U’=3, N=4, 
\2: 4,4=2: L’=3, N= 6 oder LU’=4, N=4 oder L’=6, N=3, 
L= 5, ıA=5: L=3, N=12 oder L': N=4, 
N“ Le 6, 123: E=4 N= 8 oder E': N=5 oder U’=6, N=4, 
| = 84=4: U’=5, N=10 oder ZU’=6, N=6 oder U’=8, N=4, 
L=10, A=5: L=6, N=12 oder L N. 


Aus No. 14, den Gleichungen (2.) und (3.) in No. 16. dem Satze I. 
in No. 11 und aus der eben aufgestellten Tabelle (4.) dieser Nummer er- 
giebt sich der Satz: 

Il. Der niedrigste Grad N einer aus einem beliebigen Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung \B) yı. y, gebildeten Form 
f(yı.y:). welche gleich einer Wurzel einer rationalen Function von z, ist nie- 


m 


mals grösser als 12. 





18. 
Es sei wieder 7 ein Linearfactor einer Primform niedrigsten Grades, 
und es werde L>>2 vorausgesetzt. Es giebt alsdann nach No.%, I. ein 
Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B) von der Form 


L—1 


1) y=-n nv 
Stellen wir die Primform Nten Grades durch dasselbe dar, so haben wir 
2) Piy.p) = ay +tayı m+-+a,y. 
Diese Form hat die Eigenschaft: 
2) DByd,ynJI) = e$hiyı,Y:). 

wo & eine Gonstante bedeutet. 

Da die Gleichung (2.) identisch erfüllt werden muss, so ergiebt 
sich, dass 

Br ER, 

wo k eine der Zahlen 0, 1, ... N bedeutet, und dass 

(4) a,=0, wenn nicht 2=2kmodZL, d.h. <=kmod/4 


Da aber P(y,,y,) als Primform keinen quadratischen Factor enthält, 
so dürfen nicht gleichzeitig 


16 * 





124 Fuchs, Differentialgleichungen mit algebraischen Integralen. 


=V ua et 
und nicht gleichzeitig 


6,0: ud 


sein. Da aber der Voraussetzung nach y, ein Divisor der Form P(y,.y:) 


ist. so hat man 
D ax =VU. 
Demnach ist entweder 
6.) 2=0 und 2k=2(N—])] 


oder UF. 7 modl. 
6°.) 2=2 und 24=2(N-—1)) 


- 


Im Falle /6.) wäre 


2(N-1)=0 modi. 
d.h. 


e N-1=D wodi, 


Finden nun 1) die Voraussetzungen der No. 14 statt, so ist 
also, da L>>2, nach Congruenz (7.), 


Es ergiebt sich also 
®. N=4 L=3 oder L=6. 


Finden 2) die Voraussetzungen der No. 15 statt, so folgt aus der Con- 
sruenz (7. 
(9) 2XN-2=0 mod4. 


Unter denselben Voraussetzungen ist aber nach dem Satze II. in No. 15 
(10.) 2N-4=0 modi. 
Aus den Congruenzen (9.) und (10.) ergiebt sich: 


2=(0 mod/, 


u) u Zei 


Die möglichen Gestalten der Primformen niedrigsten Grades, für 
N>2, L>>2 sind danach in folgender Tabelle enthalten: 














due 


qua 
auc 


Ta 


Es 


Fu 





Ei 4 
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(a) N=35, 





Piyı, 9: 


L=4, 


= 4,9, +0; 


Yıya, 


B)'N=4 L=3 oder 6, 
P(y,,9) = a,y; + a;,Y,Y:. 
N=4 L=4, 
P'y.y)=aym+ayıYy, 
y» N=5, L=6, 
P'y,y)=ayıy Tayıy), 
0): N=6, L=4, 
Piyy)zayyptaymtasyıy:, 
ER, N=6, L=8, 
Pyı,p)=ayı pt asyıy. 
e) N=4, L=W, 


P iyı. Ya, 


ad, 9,95 - 


d;Yı Y. . 





(C N=8, L=3 oder 6, 


B(y.y)=ayyp+ay'y+a-yıy.. 


+ 








— De. !2= 8 
P'y..y:) = ayıp}o,yıy. + Asyı y). 
9) N=12 L=5 oder 10, 
Piy.y)=ayı pHtayıyı FHanyıya. 


19. 

Die Tabelle (12.) der vorigen Nummer gestattet noch einige Re- 
duetionen. | 

In der That ist die Hessesche Uovariante einer kubischen Form eine 

Es kann demnach N nicht den Werth 3 haben (siehe 


\ 


quadratische Form. 
auch No. 12). Deshalb ist in obiger Tabelle die Form («) auszuschliessen. 

Die Hessesche Covariante der Form (£) für N=4, L=4 obige: 
Tabelle ist 


D 


—3(ay—49Y;)". 


Es ist daher nach Satz III. No.5 schon a,y;—a,y; Wurzel einer rationalen 
Funetion, also N <4. 
zuschliessen. 


Demnach ist die Form (P) für N=4, L=4 aus- 
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Ist f(yı. 9.) eine beliebige binäre Form, so ist bekanntlich 


of of of ein ae ar of 


. ‘ ‘ ” r, SE Nr, 
oy, Oy a 


— elic. 


öyı!öy, Oy,oyı' 1.2 yo oyıoyı 
eine Govariante von f(yı. %)- 
Danach ist für r=4 eine Govariante der Form (y, 


(18) — (1.2.3.4)°.2.3.0, 9 Yı 9%». 


Da nun weder a, noch a, verschwinden dürfen, weil $(y,,y,) als Primform 
nicht durch einen quadratischen Factor theilbar ist, so ist demnach (1°. 
eine Form zweiten Grades, welche nach Satz III No. 5 Wurzel einer 
rationalen Funetion ist. Es wäre also N <Z5, und deshalb Form (y) aus- 
zuschliessen. 
Ebenso ist für r = 6 eine nach /1.) gebildete Covariante der Form (e): 
’.) —2.5.(1.2.3.4.5.6)’ a, @,Y: Ya. 
Ks ıst also aus denselben Gründen Form (2) auszuschliessen. Es verbleibt 
demnach folgende Tabelle: 
N 2, L>2, 


i N L D<Cy .y;) 
4 3 oder 6 a,y, ta,y,Y, 


u Rz ayYy rayıy +4,Y,Y: 
” 6 8 a,y,19, +4,99; 
Ss 3 oder 6 ay,y,+a,y;y, + a,y,y, 
0| 8 ay,y9.+a,y,9, +a,Yy,. 9; 


{2 5 oder 10 aY u, ray -+taıYyYy. 

Nach Gleichung (2.) No. 16 muss noch der Fall N=4, L=2 be- 
rücksichtigt werden (N = 3 Gleichung (3.) daselbst ist aus dem im Anfange 
dieser Nummer angegebenen Grunde auszuschliessen). In diesem Falle hat 
nach No. 7, I. jedes Integral die Form 

yw(y'). 

Nach No. 14 ist auch der Fall N=4. L=1 in Betracht zu ziehen. 

Hieraus folgt, dass zur Tabelle (2.) noch die aus einem beliebigen 
Fundamentalsystem n,, n, gebildete Form vierten Grades hinzugefügt werden 
muss, nämlich 

N=4.:  Lul.0ode 2 


> A a 4 3 Ru r 3 ‘ 
Pin. ») = A, anmmtammtanN: ram. 


®% 
\tJı 
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20. 


Aus der vorigen Nummer und No. 2 ergiebt sich der Satz: 

l. Wenn die Differentialgleichung (1) ein algebraisches Integral be- 
sitzt, so ist entweder dieses selber, d. h. eine aus einem Fundamentalsysteme 
von Integralen y,. 9, gebildete Form ersten Grades, oder eine aus denselben 
Integralen gebildete Form, deren Grad eine der Zahlen 2, 4. 6, 8, 10, 12 ist, 
Wurzel einer rationalen Function. 

ll. Ist umgekehrt eine aus einem Fundamentalsysteme y,. y, gebildet: 
Form, höheren als zweiten Grades und nicht Potenz einer Form zweiten Grades, 
Wurzel einer rationalen Function, so hat die Differentialgleichung |B) ein 
algebraisches Integral. 

Es sei nämlich die Form: 

1) Piy,.y)=aytayı np +tayp=Y(z). 


wo g%(z) die Wurzel einer rationalen Funetion bedeutet. Ist P(y,. y,) die 





Potenz einer Form niedrigeren Grades 7(y,,9,), so ergiebt sich, dass auch 
die letztere Form gleich der Wurzel einer rationalen Funetion ist. Dieselbe 
ist der Voraussetzung nach entweder vom ersten Grade — in welchem Falle 


die Differentialgleichung (B) durch die Wurzel einer rationalen Function be- 





friediet wird — oder höheren als zweiten Grades. Im zweiten Falle sei also: 


(2.) Fy,y)=bytby pt +bp=X(z). 
wo 3#>>2, und wo der Voraussetzung nach, wenn 
(2°) Flyı,y) = (EnYıt Cry)“ (enYıt Cry)" (en Yyıt ey)“ 
die Exponenten @,, &%, «;, ... keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen. 
Wir setzen wie in No. 13 


U, ‚ 
\ 4, b+buat-+bu — f(w), 
(3,) ) 9 | 
dlogf(u) dlogX(: r > 
4 — fi ( U “ v A, 2). 
du dz 


Alsdann geht die Gleichung (2.) über in: 
X(z 
(4) fu) = — 
y; 
Die logarithmische Differentiation dieser Gleichung unter Benutzung der 


. 


Gleichung (1.) No. 6 ergiebt: 


u a dy, 
(9) —-Cfh(u) = yıXı(2)— hy zZ - 
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Die Differentiation dieser Gleichung ergiebt unter abermaliger Anwendung 
der Gleichung (1.) No. 6 und Berücksichtigung der Differentialgleiehung (B): 


S ‚ df, (u) U PRSPEHREer 4 „/dy\ 
(6.) U — = 2 X (2) 0y —ky, =), 
du Ya oY: Na: 
Wo 
ee. dX (2 x 
4.) (0) = dr — kP. 
MEN i dy, u din 2.7.8 : 
ie Elimination von 7. aus den Gleichungen (5.) und (6.) ergiebt: 
US Pr f 
> ie ar En 
\D, ch nr + ha] = [A,(2) + kQ]yı. 


Substituirt man hierin für y, seinen Werth aus Gleichung (4.), so folgt: 


or 4 4 
I (u h | ae u 
(9 c:|k W, u" |f u)" = [A (3) +kQ]X(z)‘. 


du 
Ks soll jetzt nachgewiesen werden, dass diese Gleichung in Bezug auf u 
nicht identisch ertüllt ist. 
Dieselbe wäre nur dann identisch in Bezug auf « erfüllbar, wenn die 
linke Seite von « unabhängig wäre. Nun ist zunächst der Voraussetzung 
nach f(w#) nieht identisch Null, und es kann auch nicht identisch 


df (u 


k -fı(w) = 0 
ln f\ 
sein. Denn hieraus ergäbe sich 

fu) = K(u-u), 


wo K und « Uonstanten sind, oder was dasselbe ist: 
F(yuy) = Kiyp-uyı)“. 
Dieses widerspräche aber der Voraussetzung. Es könnte also nur noch 


> df (u ; 
R=f(w)‘' |k nr +f w*] =v 
sem, wo v eine von a unabhängige und von Null verschiedene Grösse 
wäre. Da der zweite Factor von R eine rationale Function von « ist, so 
müsste auch 


+ 


fW)' = g(u) 
eine rationale Funetion von » sein. Hieraus ergäbe sich aber 


fu = g(u) 


oder 


+ 


(Cut Ca)" (Cat 6: u) Cat Czu) — gu *. 
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Es müssten also die Exponenten 4a,, 4a,, 4a,. ... den gemeinschaftlichen 


Theiler #4 haben. Da aber der Voraussetzung nach «,. &. &,, ... keinen 
gemeinschaftlichen Theiler besitzen, so muss k ein T'heiler von 4 sein, also, 
da k>2. 

k=4 
sein. 


In diesem Falle ist also: 
u d’f(u) 3 df(u) \' 
Rm;4 di fa ( du ) 


Da aber der Voraussetzung nach f(a) mindestens zwei ungleiche Linear- 


df(u) \' 
2, ) 


Dur, | 
factoren hat, so ist ( nicht durch f(a) theilbar, deshalb kann R sich 


nieht identisch auf eine C'onstante redueiren. 





Es ergiebt sich daher aus der Gleichung (9.) u als aleebraische 
Function von z. Alsdann aber liefert auch die Gleichung (4.) y, als alge- 


hraische Funetion von z. wodureh unser Satz bewiesen ist. 





21. 


Ist y ein beliebiges Integral der Differentialgleichung (B), so genügt 


(1. o = y" 
einer linearen Differentialgleichung («4-1 ,'° Ordnung mit rationalen Üovet- 
fielenten 
dd“ \ I» d#“ 1 r n da ) n 
u N ' ’ . | 
A } dat l 3 P, l dzu—'! “ I u—? dan ; r’''Tr I o® () L 


(vergl. die Abhandlung des Herm Lioweille, dessen Journal -t. IV p. 430). 
Dieselbe wird erhalten, wenn man in der Gleichung: 
dv;;ı 


(2.) ’ = t+l)\tu—Ü)Per-+®,;.. = LE... #84 
y d% 


setzt, 9, = ©, ®,,,=0 annimmt, und aus diesen « Gleichungen durch 


u] 
suecessive Differentiation und Elimination ®,. ®, ... v®, herausschaftt. 

I. Der Differentialgleichung (U) genügt auch jede aus einem Funda- 
mentalsusteme y,. y, gebildete Form u'“ Grades. 


In der T'hat. da derselben der Ausdruck 


(C,Yıt &Y2)“ 


für beliebige Werthe der Uonstanten e,, e, genügt, so ist auch 
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3) Eihlenyıt cap)“. 
0 


wo die A, ebenfalls Constanten bedeuten, ein Integral der Differentialgleichung 
(C). Setzt man nun 


ua —1)...(a—k-+1) 


u, 


und 
14 
4) „Ehemann, Ka L... bh, 
0 


WO @,. A,. a, beliebig gegebene Grössen sind, so ist die Determinante 


des Systems linearer Gleichungen (4.) für die Grüssen A,, 4. h, wegen 
der Willkürlichkeit der Grössen e,.. ec, von Null verschieden, woraus sich 
ergiebt, dass das Integral (3.) der Differentialgleichung (U) gleich einer be- 
liebiren Form 
Ay tray pt ta,y“ 

semacht werden kann. 

In der oben angeführten Abhandlung des Herm Liouville bemerkt 
derselbe page. 431 in einer Note velegentlich, dass 


u \ “rl 


u—] ‚ 
Ayı + Ay" pt ++ A,.19: 


wo %,. 9, zwei verschiedene Integrale der Differentialgleichung Sy — Py, 
Ay, Ar. ... A,,.ı willkürliche Uonstanten bedeuten, das vollständige Integral 
der linearen Differentialgleichung (w-+1)ter Ordnung sei, welcher y“ genügt. 
Den Beweis theilt er nicht mit, da diese Bemerkung für die Frage, welehe 
dort verhandelt wird, nicht von Belang sei. Wie man sieht, stimmt der 
Sache nach diese Bemerkung mit unserem Satze I. dieser Nummer überein. 

us lässt sich übrigens auch direet durch Differentiation in analoger 
Weise wie für e=y“, für = y/”.y zeigen, dass die lineare Differential- 
gleichung, welcher dasselbe genügt, durch Elimination des Systems (2.) er- 


halten wird. Aus der Homogeneität der Differentialgleichung (U) ergiebt 
sich alsdann, dass eine beliebige aus y,. 9, gebildete Form ein Integral 
derselben ist. 


II. Die Integrale 
6.) er a 


der Differentialgleichung (U) bilden ein Fundamentalsystem. 
Denn wenn die Gleichung 


a,yı Tayi pt +a,y! = 0 
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bestehen könnte, ohne dass die constanten Coetfieienten @,. a,..... a, sämmt- 


71 


lieh Null wären, so ergäbe sich aus derselben ein für jedes z constanter 


- 


r Y .. v ! ” r . . 
Werth des Verhältnisses : , was der Voraussetzung widerspricht, dass Yı, Yı 


ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (B) bilden. 

Aus der Bildungsweise der Differentialgleichung (U) ergiebt sich: 

Ill. Die Differentialgleichung (U) hat keine anderen singulären Punkte 
als die der Differentialgleichung (B). 

IV. Sind die Integrale der Differentialgleichung (B) sämmtlich alge- 
braisch, so sind auch die Integrale der Differentialgleichung (U) sämmtlich 
algebraisch. 

Sind nämlich die Integrale der Differentialgleichung (B) sämmtlich 
algebraisch, so gilt dasselbe für das Fundamentalsystem (5.) der Integrale 
der Differentialgleichung (U), folglich für jedes Integral derselben. 


22. 


Aus den Sätzen I. und Il. No. 20 und aus No. 13 ergiebt sich. wenn 
man noch erwägt, dass die Differentialgleichung (U) für « = 1 mit der Diffe- 
rentialgleichung (B) eoineidirt, der folgende Satz: 

Die nothwendige Bedingung dafür, dass die Differentialgleichung \B) 
algebraische Integrale besitzt, ist die, dass die Differentialgleichung |) für 
eine der Zahlen u=1. 2. 4, 6. 8. 10. 12 durch die Wurzel einer rationalen 
Function befriedigt werde. 

Erfolgt dieses für u = 1, oder erst für einen der angegebenen Zahlen- 
werthe von u, der grösser ist als 2, so hat auch umgekehrt die Differential- 
gleichung |B) algebraische Integrale. 

Erfolgt dieses aber zuerst für u=2, und ist p(z) ein Integral der 
Differentialgleichung (U) für u—= 2, welches gleich einer Wurzel einer ratio- 


nalen Function, so ist y(z) eine rationale Function von z, und 


‚[/ dlogg(z)\” d’logg (z 
var |l Ey 42 4 AP] 
dz dz > 
Ku | .[ 4: | 
eine constante Grösse 4. Ist nun 4. "77, gleich dem Logarithmus einer alge- 
f ») 5 


braischen Function, so sind die Integrale der Differentialgleichung (B) algebraisch. 
Durch diesen Satz ist die Untersuchung der Frage. wie die Diffe- 
rentialgleichung (B) beschaffen sein müsse, um algebraische Integrale zu 


17° 
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. . . . 2 dz %s \ 
besitzen, bis auf die Untersuchung von / a für den Fall «e=2, nach 


No. 3 auf die elementare Aufgabe zurückgeführt worden, zu ermitteln, unter 
welchen Umständen ein System linearer Gleichungen Lösungen zulässt oder 
nicht zulässt. 

In der That wird man ein für allemal für «=2, 4, 6, 8. 10, 12 
die Differentialgleichung ‘C) aufstellen können, und in jedem gegebenen 
Falle die Untersuchung anzustellen haben, unter welchen Umständen eine 
dieser Differentialgleichungen durch eine Wurzel einer rationalen Funetion 
befriedigt wird, eine Untersuchung, welche nach No. 3 auf die Frage der 
Lösbarkeit eines Systems linearer Gleichungen zurückgeführt wird. 


23. 

Wir wollen nunmehr zeigen, dass man die allgemeine Aufstellung der 
Differentialgleichung (\!) für die angegebenen Werthe von u auch entbehren kann. 

Soll nämlich die Differentialgleichung (U) für « —2 durch eine 
Wurzel einer rationalen Funetion befriedigt werden, so sind nach dem Satze 
der vorigen Nummer die sämmtlichen Integrale der Differentialgleichung (B), 
folglich auch nach dem Satze IV. No. 21 die sämmtlichen Integrale der 
Differentialgleichung (CÜ) algebraisch. Diese gehört demnach zur Ulasse der 
Differentialgleichungen (12.) No. 4 meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 66) 
(vergl. diese Arbeit No. 4), und hat nach Satz III. No. 21 die singulären 
Punkte a, @, ... @,. 

Es seien jetzt r, und 1—r, die beiden Wurzeln der zum singulären 
Punkte a, gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Differential- 
gleichung (B) (s. No. 4), y,, 9, das Fundamentalsystem, zu welchem diese 
Wurzeln als Exponenten resp. gehören, so gehören die nach Satz Il. No. 21 
ein Fundamentalsystem bildenden Integrale yy. y! "9, ... y% der Differential- 
gleichung (U) resp. zu den Exponenten: 

1.) ur, (u—2)r+l, (u-4r+2, ... (u-2u)r+tu, 
welche demnach auch die «+1 Wurzeln der zum singulären Punkte a, 
zehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(C) sind. 

Sind ferner o und —o—1 die beiden Wurzeln der zu 3= x gehörigen 
determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung (B) (s. No.4), 
so ergiebt sich ebenso, dass die zu 2= x wehörige determinirende Funda- 
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ur 


mentalgleichung der Differentialgleichung (U) die Wurzeln 

(2.) -ua, (u—2)0o—1l, (u-—4)0o—-2, ... (u—-2u)o—u 
hat. Ist ein Integral © der Differentialgleichung (CU) Wurzel einer rationalen 
Funetion. so hat dasselbe die Form: 


+) “A 


>. e= (3-4)"(3—-@,)"...(3—a,)'r.93) (8. No. 3), 


wo &,, &%, ... o, rationale Zahlen und g(z) eine ganze rationale Function 
bedeuten. 

Aus meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 66. No. 5) ergjebt sich. dass 
die Grössen @,, @&, ... a, Zahlenwerthe aus der Reihe (1. sind. 

Ist ferner » der Grad von g(z. so ist nach derselben Arbeit 


— 1’ +0,+%- +0, 


mit einer der (Grössen (2.) identisch. 
Man hat also nachzusehen. für welehe zanzzahligen Werthe von A,. 
k. ... k, und a die Summe 


(4, (u 2K, N, 5 k .. Bas 2k, " = k; 7 - - IUÜ— 2k f' ? k IL — 7a () A |. 


wo u einen der Zahlenwerthe 1. 2, 4, 6. 8, 10, 12 darstellt. eine ganze positive 
Zahl » wird, und dann 


(d. a.=(u—2k)r, +6. © u—-2h.)\n th. ... a u—2k\r,+k 


und den Grad von g(z) gleich » zu wählen, und mit diesen Werthen zu 
untersuchen, ob © in \3.) der Differentialgleichung (U) genügt. 

Diese Untersuchung lässt sich nun folgendermassen ausführen: 

Es sei « eine der Zahlen 1, 2, 4 6, 8. 10, 12, und es werde das 


Gleichungssvstem (2.) No. 21 gebildet: 


dv 
®,. 
dz I 
de 
| uPr -+e,. 
| dz 
b. \ de, 
| /a—1jP: t 
| dx 
de, 
uPe 
dz 
Ist nunmehr 
du 4%) Yu Tr Yı-* +9::3 r rg,:2 , 


und substituiren wir in die erste der Gleichungen (6. den Werth o aus 
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Gleichung (3.), so liefert dieselbe »,. Setzen wir diesen Werth für e, und 
v aus Gleichung (3.) in die zweite der Gleichungen (6.), so erhalten wir 


% U.s.w. Die letzte der Gleichungen (6.) muss identisch befriedigt werden. 
Man erhält also aus dieser zuletzt ein System linearer Gleichungen für die 
Coetfieienten 90, 91, +: %,. ‚Je nachdem dasselbe für irgend eine der Zahlen 
“«—1, 2,4, 6, 8, 10, 12 und irgend eines der oben bestimmten Werth- 
systeme &,, %. ... &,. vr endliche Lösungen besitzt oder nieht, wird die 
Differentialgleichung (U) durch die Wurzel einer rationalen Funetion be- 
friedigt oder nicht. 


24. 

Wir sehliessen dem Vorstehenden einige Sätze an, aus welehen sich 
in vielen Fällen auch ohne die nach voriger Nummer zu veranstaltende 
keehnung beurtheilen lässt, ob die Differentialgleichung (B) algebraische 
Integrale besitzt. 

Es sei r eine Wurzel der zum singulären Punkte a oder zuz=x 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(b), wo a einen der Punkte a. @. ... a, bedeutet, und es werde voraus- 
gesetzt, dass die sämmtlichen Integrale der Differentialgleichung (B) alge- 
braisch sind, so ist r eine rationale Zahl (s. No. 4). Bezeichnen wir mit y 
das Glied des zu a gehörigen Fundamentalsystems von Integralen derselben 
Differentialgleichung, welches dem Exponenten r entspricht. und setzen: 

(3; r 
ı 
wo ; und n zwei ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Tiheiler bedeuten. 

Nach einem Umlaute von z um a geht y in yj’ über, wo j eine 

primitive Wurzel der Gleiehung 

A 
ist. Nach No. 1 ist ı ein 'Theiler des Grades m der irreduetiblen Gleichung, 
welcher y genügt. 

Die Anzahl » der Glieder des redueirten Wurzelsystems derselben 
(Gleichung kann nicht kleiner als N sein (s. Satz I. No. 11). 

Nach No. 1 und No. 9 ist aber 


% m 
3, y 
N 


d. h. 





nach No. 11 
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Hieraus ergiebt sich, dass 

nn. n L. 
Ist demnach 

(6. N 2. 


so folgt aus der Tabelle (2.) No. 19 und Gleichung (3.) derselben Nummer 
(7. n — W. 


Wir erhalten also den Satz: 

Ist irgend ein Nenner der auf ihre kleinste Benennung gebrachten 
rationalen Zahlen, welche die zu den singulären Punkten und zu 3= x ge- 
hörigen determinirenden Fundamentalgleichungen der Differentialgleichung (B) 
darstellen, grösser als 10, so besitzt dieselbe Differentialgleichung kein alge- 
braisches Integral, wenn nicht diese selber oder die Differentialgleichung (U 
für u—= 2 durch die Wurzel einer rationalen Function befriedigt wird. 


> 


Wird die Differentialgleichung (CU) für «= 2 durch die Wurzel einer 
rationalen Function befriedigt, so ist unter Beibehaltung der Bezeichnungen 
der No. 13 

1. yıdı w(3 


Ist « irgend ein singulärer Punkt der Differentialgleiehung (B), r und I—r 
die Wurzeln der zu demselben gehörigen determinirenden Fundamental- 


sleichung, so ist in der Umgebung von a: 


i Iyı = CuA1l3—a) + C„A,(3—a) ", 
'y. ar C1A,(3— a) C2A;(2 a), 


wo X, und X, nach positiven ganzen Potenzen von z2—a fortschreitende 
keihen sind, die für 3—=«a nieht verschwinden. 
Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt: 


[A 


Yurg — (Ca X, (2 a) + (C1Cat Ca Cı2, X, A: s- a) 


Ist w(z) für 3=a von der «ten Ordnung Null oder unendlich, und hat r einen 


) FRT \Wl-— 1; 
En CC» A: 2 —dü 


von den Zahlen 1, 2, 4 verschiedenen Nenner, so ergiebt sich aus dieser 
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Gleichung 





c«=0, —=0 oder c5=0, c,=0 





























und —-— =1 oder 


vw N 


4, u = u 


d.h. w(z) kann in einem singulären Punkte nur unendlich werden, und 
zwar zweiter Ordnung. Nach Gleichung (1.) wäre aber jeder Punkt, in 
welchem ı(z) verschwindet, ein singulärer, es kann deshalb w(z) überhaupt 
für keinen endlichen Werth von z verschwinden. Wird aber w(z) in einem 
nicht singulären Punkte 5 unendlich, so folgt aus Gleichung (1.), dass w(z) 
den Factor 3—b eine gerade Anzahl mal enthält. Es ist demnach 


1 
93) 


h. uw(z) = 

wo q'z) eine ganze rationale Funetion von 3 ist. 

dz 

J 9%) 

Funetion ist oder nicht, sind die Integrale der Differentialgleiehung (B) 
Wurzeln rationaler Funetionen oder überhaupt nieht algebraisch. 


Je nachdem also gleich dem Logarithmus einer algebraischen 


Man hat also den Satz: 

Wird die Differentialgleichung (U, für u = 2 durch die Wurzel einer 
rationalen Function befriedigt, und sind die sämmtlichen Nenner der Wurzeln 
der zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichungen von den Zahlen 1, 2, 4 verschieden, so wird die Differential- 
gleichung |B, entweder überhaupt durch kein algebraisches Integral oder durch 
die Wurzeln rationaler Functionen befriedigt. 

In einer Abhandlung dieses Journal Bd. 75 8.292 ff. hat Herr Schwarz 
unter Anwendung von Abbildungsproblemen die Bedingungen aufgestellt, 
unter welehen die Differentialgleichung der Gaussschen Reihe algebraische 
Integrale besitzt. Da diese Differentialgleichung einen besonderen Fall der 
Differentialgleiehung (A) bildet, wenn nämlich die Anzahl der singulären 
Punkte „leich zwei, so liessen sich die Resultate des Herrn Schwarz aus 
den oben entwickelten Prineipien für den besonderen Fall e=2 herleiten. 
Wir heben hier nur hervor, dass aus der vorhergehenden und dieser Nummer 
sich der wahre Grund dafür ergiebt, dass in der Tabelle derselben Ab- 
handlung 3. 323, wenn nicht von den drei Zahlen A, «, v zwei den Nenner 
2 haben, die Nenner die Zahl 5 nicht übersteigen dürfen. 
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u 
| 


26, 
Fs seien wieder die rationalen Zahlen 


und 4 
n 


die Wurzeln der zum singulären Punkte «a, gehörigen determinirenden Funda- 
mentalgleichung der Differentialgleichung (B) und y,, y, das zu demselben 
singulären Punkte gehörige Fundamentalsystem von Integralen derselben 
Differentialgleichung, welche resp. den Exponenten : und 1— "- ent 
L, y 

sprechen. Ferner sei » die in algebraischem Sinne grössere dieser beiden 
Zahlen, so dass . positiv ist. 

Alsdann ist nach meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 66 No. 5) in der 
Umgebung von a 


x I 


n 


1. Yı = (3 -a,)".w,. 


wo o, eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von s—a, fortschreitende 
eihe bedeutet. welche für z = a. nieht verschwindet. 
Nach No. 6 Gleiehunz 1.) ist 


® d: 


2.) Na E7 


-(;) i 0°, 
wo C. eine Constante bedeutet. 
Ist nun n,—=2 und der Öoeifieient y, von (3—a,)* "in der Reihe für 
1 


- eleich Null. so tritt in der Entwiekelung von y, kein Logarithmus 
oO ° i ” 


auf. und man hat in der Umgebung von a, ebenfalls 


+) 


2. Y» = (3—a, "Bi: 


wo ®, eine nach positiven ganzzahligen Potenzen von 3— a, fortschreitende 
Reihe bedeutet, die für = «a, nicht verschwindet. 
Wir setzen. jetzt voraus, dass für alle singulären Punkte 


4, 1, = 4 Yi = 0) 


sei. Es bleiben alsdann y,. Y,%», y, nach einem Umlaufe von z um a, 
ungeändert. 
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Ist # eine von i verschiedene Zahl der Reihe 1, 2. .... e, so ist 


u: \yı = Cu Ya Cr Ye: 


Ya = CHYaı rt Can Y- 


Ks ist demnach y., von der Form: 





6. Yı = Auy.. + Ar Ya + AsYyı:- 
Nach einem Umlauf von z um a, bleibt daher y;, ebenfalls ungeändert. 
Da aber y, als Integral einer Ditferentialgleichung von der Form (12.) meiner 
Arbeit (dieses Journal Bd. 66 No.4) überall von endlicher Ordnung un- 
endlieh wird, so ist y,, die Quadratwurzel einer rationalen Funetion. 
Wir erhalten also den Satz: 


Ist für alle singulären Punkte v,—= 2. y.=0, so wird die Differential- 


8 
gleichung "DB durch die Quadratwurzel einer rationalen Function befriedigt. m; 
21. 
Wir wollen zum Beschluss noch ein Verfahren angeben, vermöge | dies 
dessen die Betrachtung der Differentialgleichung (\) entbehrlich gemacht und 
durch die directe Untersuchung der aus einem Fundamentalsysteme y,. y; ge- a 
bildeten Formen ersetzt wird. fi 
ös sei y,. 9, ein beliebiges Fundamentalsystern von Integralen der Geie 
Differentialgleichung (B), z A 
1. Ply,y) = ayı tayı y-+ tag 
eme Primform niedriesten Grades, wo also nach Satz I. No. 20 N eine der a 
Zahlen 2, 4, 6, 8, 10, 12 bedeutet. en 
Zum singulären Punkte a, gehöre das Fundamentalsystem von Inte- un 
gralen der Differentialgleichung (B) y., %». 50 ist bekanntlich ae 
& \yı = er Ya + ei Ya. 
i Ip = Gr Yat ea Ya- 
, . Ss0 
Sind die Exponenten, zu welchen y,, 9, resp. gehören, 2 und 1— 
und bedeutet j; eine prinitive Wurzel der Gleichung 
3 Jar ae I 
so verwandeln sich y,. y, nach einem Umlauf von z um a, resp. in wo 
1Yı . by +bily.. we 


4.) } () (i) 
t I l 
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ec’ ec) zi ce’ h 
hÜ) . li 2 U i2 l 
ı ya 
I 5 
IRQ, 65 ur J J 
12 ) 
r a 5 
4) 10 ie E,? 
(ı).—ı (:) { 
u ee 
hi) 11 Wi >] 
f' 
40 = RT. 


Da Ply,,y) Wurzel einer rationalen Function sein soll, so muss 
die Substitution 


(2) (’) 
r r bu 65 
1 \biV 5b) 
diese Form in sieh selbst multiplieirt mit einer Constanten verwandeln, also 
y/ $POby+bYy. bi’, +bi)y e$/(y,,y 


sein. wo & eine Constante bedeutet. 

Da diese (rleichung identisch erfüllt sein muss. so müssen die (oe 
fieienten der Grössen y)*'y} auf beiden Seiten übereinstimmen. Man erhäl! 
so N+1 Gleichungen für jeden singulären Punkt. im ganzen demnae) 

N+1)o 
Gleichungen, deren System wir mit @ bezeichnen wollen. 
Es sei a, einer der singulären Punkte, und die Grössen el), eV), ec 


i 


ce‘) beliebig zewählt. ferner sei 


at) J air) 
(8, Yıı /u Yı r/o Ya» are 
©) ‘a ur oe = % 9 :...0, 
. Ar 4 ” 3 a,i!) 
Ye = 2 Yyat rl Ya, 
so ist 
(). UM. u ar. A ) (?) 8). Li) Ei 
‚a‘ Ci = Cr fu ren Jar C, = Cy Yu Tor y2ı 
(9.) 
„ı am l N N „dl } „li Sr „ai ‚() ı „i 
= ch Y% re; Ya, CH = GH) 2 t+c% Yn- 


In meiner Abhandlung (dieses Journal Bd. 75 8. 208 ff.) ist gelehrt 
worden, wie die Coefficienten der linearen homogenen Relationen. durch 
welche die zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen Fundamental- 
systeme mit einander verbunden sind. aus den in den Coeffieienten der Diffe- 


rentialgleichung enthaltenen CUonstanten zu bestimmen sind. Danach ergeben 


15 * 
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(:) 
12 


sich die Grössen yi). 71. 751, 7% als bekannte Funetionen der in den Coef- 
fieienten der Differentialgleichung (B) enthaltenen Constanten. Ihre Werthe 
sind z. B. für den Fall o =2 übereinstimmend mit den durch die Gausssche 
/I-Funetion ausgedrückten Coefficienten jener linearen homogenen Relationen, 
welche zwischen den zu je einem der beiden singulären Punkte gehörigen 
Kundamentalsystemen von Integralen der Differentialgleichung der Gaussschen 
teihe bestehen (s. die Abhandinng des Herrn Kummer dieses Journal Bd. 15 
S.58, vergl. auch die im Nachlass enthaltene Arbeit von Gauss in dessen 
Werken 3. Band). 

Die Function P in der Differentialgleichung BB) hat die Form: 

10) P= DEN 


FE ig \2 . 2 
\ >) d EN d }) so. = Ad, 


- 


wo f,,.,(2) eine ganze rationale Funetion von z vom (20 — 2)ten (Grade be- 


deutet. Dieselbe enthält also ausser den singulären Punkten a,.@....a 


u» 


N 


die wir als gegeben annehmen, noch 20 —1 Constanten. Das Svstem @ en 
piieirt also als bestimmbare Grössen: 
1) die Grössen dv, &, &ı, &%., 
2) die Coetfieienten von fi, (2. 


3) die Coetfhleienten a,. @,. a, der Form (1.). 


Das System @ ist nun für jedes N der Zahlenreihe 2, 4,6. 8, 10, 12 
aufzustellen. Alsdann ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass eine Form Wurzel einer rationalen Funetion ist, die, dass wenig- 
stens für eines dieser Systeme G, die Grössen 1), 2), 3) so bestimmt 
werden können, «dass dasselbe befriedigt wird, und sich & als Einheitswurzel 
erziebt. Denn die Form $Piy,.y:). welche nach den Umläufen von z um 
je einen singulären Punkt sieh nur mit je einer Einheitswurzel multiplieirt, 
ist eine rationale Function, da y,. y, als Integrale der Differentialgleichung 
(B) überall von endlieher Ordnung unendlich sind. 

Ks ist hiermit die Frage beantwortet, wie die Coeffiecienten von 
f;._,(2) beschaffen sem müssen, damit die Differentialgleichung (B) alge- 
braische Integrale besitzt. 

Wir haben oben dieselbe Frage unter Zuhülfenahme der Differential- 
sleichung (CU) gelöst, mdem wir sie im Allgemeinen auf die Untersuchung 
zurückführten, unter welchen Umständen ein System algebraischer linearer 
Gleichungen befriedigt werden könne. 


dente \ 
Differe 
unend] 
S. 212 
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Das in deser Nummer «elehrte Verfahren führt insofern auf franscen- 
dente Gleichungen, als die Öoetfieienten zI dureh die in den Coeffieienten der 
Differentialgleiehung enthaltenen Constanten sich im Allgemeinen vermittelst 
inendlicher Reihen darstellen lassen (s. meine Arbeit. dieses Journal Bd. 75 
Ss. 212). Indessen wo die Gesetze dieser transcendenten Funetionen sich 
einer ähnlichen Einfachheit wie die Gausssche //-Funetion ertreuen. wird die 
zweite eben angegebene Methode nicht ohne Vortheil anwendbar sein. 

28. 

Ist die Differentialgleichung (B) gegeben, und soll entschieden werden. 
ob dieselbe algebraische Integrale besitzt. so lässt die in voriger Nummer 
eelehrte zweite Methode Vereinfachungen zu. 

Wir wählen 

1. Y—yı, % Yy 
Nach einem Umlaufe von z um a, ist alsdann: 
(2): Diyalıs Yal; ') &e;P(y..Y,). 


Diese Gleichung ertordert. dass &, die Form hat: 


A‘ >24. 
aa )r 


J 


wo 5 eime der Zahlen VO. 1. 2. ... N bedeutet. Andererseits aber muss 


-—— 
. 
a 


P(y,..9Y.) durch beliebige Umläufe in sich selbst multiplieirt mit einer 
Le» Wurzel der Einheit übergehen (s. No. 9 Satz I. und No. 10 und 11). 
Hieraus folgt: 

(N— 2%k,)31. ) modı,, 


lativ prim. 
(4) . (N-2k)L = 0 modn.. 


Nun ist nach Nummer 1 n Divisor von m \L. tolelich 


oder da 5; zum re 


(9.) 2k.l, ) modn.. 
Es ist ferner 
a, 0, wenn nicht 2a — 2%k modn,., 
wo a eine der Zahlen 0, 1, 2. ... N bedeutet, während für 
2Zı = 2 modn.. 
a, unbestimmt bleibt. 


Hiernach lässt sich, wenn die Differentialgleichung ıB) vorgelegt ist, 


analog der Tabelle (2.) in No. 19 eine Tabelle (T) aufstellen, welche für 
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N-2, 4,6. 8, 10, 12 die den eben gefundenen Bedingungen genügenden 
(zestalten der mit je einem der zu den verschiedenen singulären Punkten 
gehörigen Fundamentalsvstemen gebildeten Primformen enthält. 

Ist nun 
\Yı = Yır Yu +Yı2 Yır. 


—_  aylık) a,(ık) 
'y 3 721 Ya +72 Ye; 


( 9.) 


so wird 


[7,3 PiYy1:%:) P, Ya, Yır)- 


Soll $iy,.Yy,) Wurzel einer rationalen Function sein, so muss auch 
nach einem Umlaufe von 3 um a, die Form $ y.,%.) In sich selbst multi- 
plieirt mit einer Einheitswurzel übergehen. Demnach muss P,(y.. Ya) zu 
den möglichen Formen derselben Tabelle (T) »ehören. 

\Wendet man demnach die "Transformation (6.) für alle von © ver 
schiedenen Werthe von Ak der Reihe k=1,2,...eo an und identificirt 
P,(Yı. 9.) mit dem entsprechenden Formen der Tabelle (T), welche mit 
%Y. 9, gebildet sind, so erhält man ein gewisses System (HM) von Gleichungen. 
welches befriedigt werden muss. 

Da nun umgekehrt eine Form der "Tabelle (T), die aus dem zu 
einem singulären Punkte gehörigen Fundamentalsvsteme gebildet ist. nach 
einem Umlaufe von z um diesen Punkt in sieh selbst multiplieirt mit eine: 
Einheitswurzel übergeht. und die Integrale überall von endlieher Ordnung 
unendlich werden, so ergiebt sieh: 

ie nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Form 
Wurzel einer rationalen Funetion wird, ist die, dass das System (H) be- 


friedigt wird. 


Heidelberg. im Juli 1875. 
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Die Krümmungsmittelpunktstfläche des elliptischen 
Paraboloids. 


Von Herım F. Caspary.) 


y« 


Ürster Theil 


I. Darstellune der Coordinaten der Fläche dureh zwei Parameter. Beziehunze der 


AL 


Fläche zum Normalenproblem. 


\ 
K.. sej das elliptische Paraboloid in der Form 


’ 


| za y'y' 
a a 5 


seveben. Fügt man demselben die Gleichungen hinzu: 


kun 


oc wyy 


m >) tw — vlt (), 
am -+4-v bw -+1 

| w xx" ey y' - nn 

3 Y. -2z tw-+tutl ). 
aw —ıu be — u 


welche die beiden mit (1.) eonfoealen Flächen darstellen. so erhält man 





aus (1.), (2.) und (3.) die Coordinaten in folgender Weise durch # und eo 
ausgedrückt: 


a—bir r anun—-aw\e+taw). 
f \Ya—b yy = -bu—bw\(e+bw). 
| 2 — wla-e)\—-(a+b)\w, 
! 
tt! = mw“. 


Lest man im Punkte (x, y',z,!) die Tangentialebene an das Paraboloid 
I.) und bestimmt für dieselbe in Bezug auf die beiden Flächen (2.) und 
(3.) die Pole, so sind diese letzteren bekanntlich die zum Punkte (z', y', 2’, ') 
vehörenden beiden Hauptkrümmungscentra.  DBezeichnet man ihre Coordi- 
naten mit 2. Yu, 30, bo Xu» Yı, 2, 6 so erhält man hiernach 

ax, x (aw-+® 


\by. yıbw-e). 


3 ' 
2, = zw-—ti, 
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und mittel 
re = ramw—ı), das € 
einfae 
by, = yıbw—u,, inte 
©, ) 
m’ , 
ı 3 = zw-aul, N 
zu die 
f, or. 
Aus (5.) folgt wegen (4. 
aa—b a—-awe-taw'., 
“ \ bia—b)y, = -(u-bw\io+bw 
l. 
aa ut+/a+b)t, = a—Be)w, 
Te 5 
oder in nieht homogener Form 
Ä r ‘5 
fr a—b', a—-a)ec+ta), 
8. bla—biy, — (a—b)\(e+b)°., 
| 
2z,ra+b = u— dr, 
und wenn man den aus der dritten dieser Gleichungen sich ergebenden 
i 2 ausg 
Werth von x in die beiden ersten einsetzt: | 
der 
yaia— bs, = 22, +t3r+b)\/e+ta)., 
9, 
Ibla—h Yı — (23, +3e+a)(o+b). Fläc 
Diese Gleichungen stellen die eine Schaale der Fläche der Haupt lasse 
kriimmungsmittelpunkte dar, und man erhält die Gleichungen für die ander: 
Schaale. wenn man statt (5.) die Gleichungen (6.) in (4. emsetzt. Da indess 
die Grleichungen (D., in die Gleichungen (6.) übergehen, wenn man füı so 1 
Lu Yo Zu du. © bez. z,. %9ı, 2. bı. —u setzt, so folgen durch dieselb: 
Vertauschung aus (9. die entsprechenden Gleichungen für die andere Schaale 
Fiihrt man daher für © resp. —x einen neuen Parameter 4 ein, und nennt und 


man die Coordinaten der Fläche der Hauptkrümmungsmittelpunkte X, Y, Z,T. 
so dass für =v, X =z,. Y=y, u. Ss. w. wird, und für A= —u, X=17,, u. 8. w., 


so sind die aus (9.) hervorgehenden Gleichungen 


0 \aa—b)X' 2Z +3 +b)\ iA +0)”. Aus 
| Ib(a—bY\Y’ = —(2Z+34+a)(A+b) 


die allgemeine Darstellung der Fläche der Hauptkrümmungsmittelpunkte. 
und die Elimination von A aus (10.) liefert diese Fläche als Function der 
Coordinaten. Im Folgenden werde ich die Fläche der Hauptkrümmungs- ”o 
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mittelpunkte für das elliptische Paraboloid kürzer als Fläche der Centra A 
das elliptische Paraboloid, oder, wenn kein Missverständniss möglich ist. 
einfach als Fläche der Centra bezeichnen. 

Ich will die Gleichungen (10.) noch etwas umformen. Setzt man 
zu diesem Zwecke: 


a—b = 2%, 
R d +hb 
| u = U— 2 
11. A m, 
Fi zeug 
l r ab 
Z = 3- r 
so gehen die Gleichungen (10.) über in 
\2adr = (23 +30 —0)(u+dN, 
(2bdy’ = — (23 + 3u4Jd)(u— 0). 


Je nachdem diese Gleichungen, von denen ich im Folgenden den 
ausgedehntesten Gebrauch machen werde, die eine oder die andere Schaale 
der Fläche bedeuten (A =®e: = — a), werde ich für « schreiben m oder m'. 

Ich will hier noch hervorheben, dass die Coordinaten der vorliegenden 
Fläche der Centra durch zwei andere Parameter sich auch rational ausdrücken 


lassen. >Setzt man nämlich: 


22 - Ju - A) q u— d). 


so folgt dureh >Subtraetion: 


(q’-1- 43 
u d(q h p - r 
EP 
und daher ist: 
DI? 
\ u+0 a i 
q - p 
14. 
2d(p’-+1) 
u—d : l / 
\ y—p’ 
Aus (12.) und (15.) erhält man: 
Y2Zadrz = put”. 


/2b0y = ig(u—d), 


woraus wegen (14.) hervorgeht: 
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Zu 2öy2ö , +1 \’ 
\ ya gap’ /P» 


5 } 2iöy20 EN 
15. \ 4 = 5) 
| Yb 2) 

öp’d’—p’—g’—3) 
FERN... i. den din Ä 


Ip 
wobei i, wie gewöhnlich, Y—1 bedeutet. 


Mit Hülfe des vorhin eingeführten Parameters 4, der für eo resp. —« 
gesetzt ist, kann man die Gleichungen (5.) und (6.), wenn man für wo noch 


y schreibt, in folgender gemeinsamer Form darstellen: 


aX = zart), 
. \, Y= y(bv-+A), 
on | Z sy—i. 
ee FR, 


Ebenso gehen die Gleichungen (2.) und (3.) über in: 


7,3 ee, vyy 
av-+7 bv-H-A 

Hieraus und aus (1.) folgt 
ze! ae! y'y' 


vr 
18.) + er 1 
| a(av--A) b(bv-+-A) v 


0, 


- atv-iIt —= N. 


Setzt man die Werthe von «', y', #, € aus (16.) in (1.) und (18.) ein, und 


bezeichnet den Zähler der folgenden Gleichung mit 264, v), 


so erhält man: 


. —() 


19 20, ar ur _ BPCZHTH 
ei. v’(av--A)'(bv--A)' (aut)  (bvtl) 
Yl 
hard 
uX’ br re 
20. 7 A 


(av +4)’ . (bv+-A)' ° vv? 
in homogener Form 


Schreibt man (11. 


a—b 










worau 


s0 lie 


und 


Hebt 
und | 


und 


Die 

parti 
der | 
(22. 


zeig 
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woraus folgt: 
Aay+i = u+ dr, 
bv+i = u-—dr, 


so liefert die Einsetzung in (19. und (20. 


' or i 2 (A, v) 2, u,v' 
3 i N/A \2 x 2 Na 
(22, } v (ar | 2) (bı +4) v(u-4-0drv) (u- d? 
ax” by’ 2(zv-+iu)i n 
(u-övV) ° (m — ör)’ v’ 
und 
up 79S Eur zmgeld] 1 0). 
(u + Or)’ (u — öv)’ y’ 


Hebt man die Homogeneität auf, indem man v = =] setzt. so gehen (22. 
und (23.) über in: 


94, - (u) ax’ | by’ 
(Z#+.) SF = nn - — (z I- /t\ () 
(A +0) (u -— Ö) (u Ö u—0) 
und 
97 ax by' 
(22.) un — +1 (), 
(u +0)? (u — 0)’ 


Die Bemerkung, dass die linke Seite von (23.) die nach « genommene 
partielle Ableitung der linken Seite von (22.) ist, ergiebt, dass das Resultat 
ze ug > u | z : En a 25 
der Elimination von „ aus (22.) und (23.) mit der Diseriminante von (u, v) 
(22.) identisch ist. Ich will diese Diseriminante mit bezeichnen, und 
zeigen, dass sie in zwei wesentlich verschiedene Faetoren zerfällt. 
Aus (22.) folgt: 

(26.) —IKu,r) = v’lar(u—Ir\+by?(u4+Ir)] — 2r(azr Huf (u4dr) (u— Ir) 
und daraus 


\37’faz’u-Ir)’+by’utdn) 2 [aa u Ir) —hyiutdr)] 


(Zi) —Lv) 
- 2 u -Ir\i u dv)/4l’v(zr- ul)—z(u- Sy u—Ir\ () 
und 
* Te 12Ku) = rlar(u—dr)+by’(u+drv)] 
(28.) am | | 
! —Hu+dr)(u—Iv)[Au (zr-+utl)4t(u+dr\(u—(Or)] v, 


Da (27.) und (28.) identisch erfüllt werden durch 


z(u—dv)=0 ' \yiu+dr)=0) 


und 


(u+0drv) = ON ! (u— dr) ol’ 
19* 
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so folgt, dass ihre Eliminationsresultate, nämlich ==0 und y„=0 als 
Factoren in dem Eliminationsresultate von 2'(u)=0 und 2!(v)=0 ent- 
halten sein müssen. Es hat daher die Diseriminante Y zunächst den Factor 
x',y. Aber sie enthält noch einen dritten Factor, nämlich f. Um diesen 
nachzuweisen, stelle ich die Diseriminante als Eliminationsresultat von (27.) 
und (28.) durch die Sylvestersche Determinante dar, und bemerke, dass 
alsıdanıı die Coefficienten von w* und w’v, welche aus 2’(v) (27.) hervor- 
gehen, durch # theilbar sind, und dass ebenso in 2’(u) (28.) die Üoei- 
ficienten von u, wrv, wv’' beziehungsweise F, t, £ zu Factoren haben. 
Hieraus folgt leicht die Theilbarkeit von V durch F. Einen weiteren 
rationalen Factor hat die Diseriminante nicht. 

Daher erhält man: 

29) V= zy’PFayzt). 

Da die Gleichungen (22.) und (23.) durch die Coordinaten der Fläche der 
U'entra identisch erfüllt werden und in weiterer Folge auch die Gleichungen 
(27.) und (28.), die ihrerseits das Verschwinden von V nach sich ziehen, 
so folgt leicht, dass F(zyzt)=0 die Gleichung der Fläche der Centra ist. 
Den Grad dieser Fläche erhält man aus (29.) sofort. Da nämlich V als 
Diseriminante einer Gleichung vom fünften Grade, in deren Coefficienten 
vom achten Grade ist, die Coefficienten selbst aber quadratische Functionen 
sechzehnten Grade ist. Da aber z’y’F vom siebenten Grade ist, so folgt 
der Satz: 

l. Die Fläche der Centra für das elliptische Paraboloid ist eine Fläche 
neunten Grades”). 

Wir werden in $3 diesen Satz auch durch die direete Aufstellung 
der Fläche bestätigt finden. 

Aus dem Früheren erhält man ferner: 

II. Die Discriminante der Gleichung fünften Grades: 

v’ far’ (u— Ir)’ +by’ (u+dr))— 2t(zv +ut)(u+dr)(u—dIr) = 0 


zerfällt in zwei wesentlich von einander verschiedene Factoren; der eine der- 


*) Durch diesen Satz ist die Behauptung von Monge, Application de l'analyse 
a la geometrie $. XV. Vl. pag. 136 der Liouvilleschen Ausgabe widerlegt, nach welcher 
eine nicht zerfallende Fläche der Centra immer von geradem Grade sein müsste. Ueber 
den Grund, wesshalb die Flächen der Centra für die Paraboloide vom neunten Grade 
werden, vergl. 8. 7. 
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selben ist zyt und der andere liefert gleich Null gesetzt die Fläche der 


Centra. 

Ich hatte vorhin bemerkt, dass die linke Seite von (23.) die nach « 
genommene partielle Ableitung der linken Seite von (22.) sei; dasselbe gilt 
von (20.) und (19.). Dieser Umstand lässt sich geometrisch so ausdrücken: 

Ill. Die Fläche der Centra ist die Enveloppe der Paraboloidenschaar, 
die durch 

u: rt 2T(Zv-+T%A) 
(avti)” " bvri® y’ 
dargestellt ist. 

Die Gleichungen (24.) und (25.) kann man noch in anderer Weise 
seometrisch deuten. Es seien X, Y, Z die Coordinaten eines Punktes der 
Normale, welche in z', y', z an das Paraboloid 


4 


! PP 
ER ve u — 0 


dad 
sezogen ist. Dann erhält man als Gleichungen dieser Normale: 


ae FF AD, 
2 y 


. a b 


Setzt man jedes «dieser drei Verhältnisse =, so folgt: 


aX—x) = it, 
31.) b(Y-y) = Ay, 
| —Z+4z = 4 


Da diese Gleichungen identisch mit den in (16.) angegebenen überein- 

stimmen, wenn man in letzteren die Homogeneität aufhebt, so liefert nach 

dem Früheren die Einführung der aus (31.) hervorgehenden Werthe von 

2, y, 3 in (30.) die Gleichung (19.), wenn man in ihr v»=T=1 setzt. 

und ferner, nachdem man (11.) benützt hat, auch die Gleichung (24.), 
Aus (19.) und (24.) aber ergiebt sich: 


2ı,rv)=0 und Alu)=0, 


und da diese Gleichungen vom fünften Grade sind, so folgt der bekannte Satz: 
IV. Von einem Punkte ausserhalb eines elliptischen Paraboloids lassen 
sich an dasselbe fünf Normalen ziehen. 
a diese fünf Normalen durch die fünf Wurzeln « von 


I () 
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bestimmt sind, so folgt, dass zwei Normalen in eine zusammenfallen, wenn 
2(u)=0 zwei gleiche Wurzeln hat. Dazu ist nothwendig und hinreichend. 
dass V =(0 werde. Deshalb ergiebt sich wegen (29.): 

IV. Für diejenigen Punkte, welche entweder auf einer der Symmetrie- 
ebenen”) des elliptischen Paraboloids, oder auf der Fläche der Centra desseiben 
hiegen, fallen von den fünf an das Paraboloid möglichen Normalen zwei zusammen. 

Durch diesen Satz ist die Beziehung angedeutet, in welcher die Fläche 
der Centra zu dem Normalenproblem **) steht: näher werde ich hierauf in 


den SS 4. und 5. eingehen. 


s2. Ableitung einer für die Aufstellung und Discussion der Fläche der Centra 
fundamentalen Gleichung. 

Um eine für die Aufstellung und Untersuchung der Fläche der Centra 
fundamentale Gleichung einfach ableiten zu können, will ieh mich jetzt zu 
einer zweiten FErzeugungsweise der in Rede stehenden Fläche wenden. 
Durch die Durehsehnittseurve zweier Flächen zweiten Grades 

v(a,y,3.f)=0 und gla,y,:,f)—=0 

lassen sich bekanntlich vier Kegel zweiten Grades legen, deren Spitzen 
harmonische Pole jeder Oberfläche zweiten Grades 

‚v+y = 
sind, welche durch die Curve vierten Grades #0, y=0 hindurehgeht. 
Um jene vier Kegelspitzen zu finden, hat man aus den homogenen und in 
den Goordinaten linearen Gleichungen 

Ava) +z (ae) = 0, 


Aw (+7) =. 
(1, y)rı\Yy, 


r (Byte) =, 


A) +zr (tl) 0 


' 


y. 2, zu eliminiren; die resultirende in A biquadratische Gleichung 
2.) D(h) = m,4'+ Am, A’+ 6m, A’+ dm, A m, = 0 
bestimmt mit ihren vier Wurzeln die vier Kegelspitzen. Fallen von diesen 


.*) Für die unendlich ferne Ebene ?=0 fallen, wie aus (26.) sofort ersichtlich. 
nicht zwei Wurzeln von S2(a,v) zusammen, sondern drei. Vergl. $ 4. 


*#*) Vergl. Joachimsthal dieses Journal Bd. 53 p. 149 ff. und ebendas. Clebsch Bd. 62 
p. 64 ff. 
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zwei in einander, so hat die Cuwve w=0, x=0 einen Doppelpunkt, in 
welehem sich die beiden Flächen v=0, 2=0 einfach berühren. Die 
Gleichung: (2.) erhält dann zwei gleiche Wurzeln, und die nothwendige und 
hinreichende Bedingung hierfür ist. dass die Diseriminante 

(93.) = -21 ri 
verschwinde. Sollen drei Kegelspitzen in einander fallen, so muss &{A) drei 
oleiehe Wurzeln haben, wozu nothwendig und hinreichend ist, dass 

„=09 mi A=0 
werde. J und J, bedeuten hierbei die Invarianten zweiter und dritter Ord 


nung von (A) und haben die Werthe: 


Ce m, m, — 4m, m, -+ 3m), 
m, m MM 
(9.) Js = m m m 


m m, m, 


Fallen aber drei Kegelspitzen in einander, so hat die Uurve w=0, 4-0 
einen Rückkehrpunkt, und die beiden Flächen v=0 und 2=0 berühren sich 
in ihm stationär. Nehmen wir im Besonderen für 2=0 eine Kugel, so be- 
rührt dieselbe #—= 0 im einem Punkte «, y’, 3, t, wenn die Kugel durch 
diesen Punkt hindurchgeht, und ihr Mittelpnnkt in der Normalen x», liegt. 
die in dem Punkte =, y’, #, an w=(0 gezogen ist. Berühren sich dann 
v—=0 und „=0U stationär, haben also zwei aufeinanderfolgende Flächen- 
elemente gemein, so besitzen sie ausser », noch eine zweite Normale n. 
vemeinschaftlich, welche z, unendlich nahe ist. Als Normalen der Kugel 
schneiden sich z, und », im Mittelpunkte dieser, und daraus folgt, dass sie 
als Normalen von w=0 längs einer Krümmungslinie dieser Fläche »e- 
zogen sein müssen, weil in diesen und nur in diesen je zwei unendlich 
nahe Normalen die angegebene Eigenschaft besitzen. Hieraus folgt also, 
dass der Mittelpunkt der Kugel ein Hauptkrümmungsmittelpunkt von w 0 
ist. Daher erhält man den auch sonst bekannten Satz: 

Wenn eine Kugel eine Fläche zweiten Grades in einem Punkte oseculirt, 
so ist der Radius dieser Kugel einer der Hauptkrümmungsradien der Fläche in 


Ks werde für „= 0 das elliptische Paraboloid gewählt: dann erhält 
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a ’ N ’ 2x y' 4 Bu 
6.) Pay) + 2 0, 


y\ / ! 1 ! I\ / vr 7 .ııD ; r 5) )) ) 
de z\0,Yy, 3,1) 2 (a —Xf) B Yy- Yı } +(3— Zi) Me 








wobei r den Radius der Kugel bedeutet, und mit X, Y, Z die Öoordinaten 


des Mittelpunktes bezeichnet sind. 
Bildet man aus (6.) und (7.) die Gleichungen (1.), so folgt: 


a —_ +2’ -Xt = 0, 

| A 

} y ' Be 
(8.) dh » ry -Yt =0(, 


pen Pe 7 pe y 
13 +X(C X) + Y(y—Yt)+ Zi -Zi)+rt = 0, 





oder auch, wenn man die letzte Gleichung vermittelst der ersten drei redueirt: 


& +1)e’-Xr — N, 


6 H)y-Ye = (\, 


z — (4+Z)f = N, 


5° 
Die Elimination von x’, y', 3, f' liefert 
9. \$i) = — 44 +b)X’+(A+a)Y’-(2Z- ,)(A-+a)(A+-b)} 
(: .) } 9 Bi 
l +r(d-Ha)(A+b) = 0. 


Ich werde in der Folge schreiben: 
10) PW)=-fM)+rgp(Ü) = 0, 
so dass also gesetzt ist 
A) | fd) = MA+b)X’+QR+a)Y’—(2Z+ 7) (24a) b)}. 
(90) = (@+a)(.+b) 


Verlangt man, dass die Kugel das Paraboloid berühre, so muss 


_ =() sein. 
Es ist aber wegen (10.) und (11.) 


EEE 5 


2... fo f | 
a ila ' 3b 


2 E a 
p(A) 


- (22 +), 
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mithin wird nach einer leicht ersichtlichen Reduetion die Bedingung der Be- 


rührung: 
19 d(r’) d f(A) ax bY’ 7; | 
(12. BR nn u 7 Zur A)=UV, 
ä di dı p f ) ) a *u . A) 2 b F: b } fl 
aten Diese Bedingungsgleiehung giebt die von dem Punkte X, Y, Z ge- 


zogenen fünf Normalen, und stimmt mit (19.) $ 1. überein, wenn man dort 
v—- T=1 setzt. so dass man erhält: 


> d(r” — Bl 
) 13.) —- m —— - Fr 
di ati: 
2. j n j Bahn ” d’(r | 
Soll die Kugel das Paraboloid stationär berühren, so muss 1; I 
{ [2 


sein, und die hieraus hervorgehende Gleichung wird mit (20.) $ 1. iden- 
tisch. wenn man ebenfalls v = T= 1 macht. Indem wir von diesen 





Gleichungen ausgehen, gelangen wir rückwärts zu den im S 1. gegebenen 


PR: Gleichungen der Fläche der Uentra, aus denen a. a. ©. die hier mit (12.) be- 
zeichnete Gleichung und ihre partielle Ableitung nach 4 sich ergeben haben. 

Nachdem ich nachgewiesen habe. dass die beiden Darstellungen. hier 
und in $ 1. dieselben Resultate ergeben, will ich die eben auseinandergesetzte 
in folgender Weise verwerthen. 

Ich will von vornherein annehmen, dass X, Y, Z die Coordinaten 
eines Punktes der Fläche der Centra darstellen, und in Folge dessen diese 
Coordinaten durch ihre Ausdrücke in « und v, wie diese in (5.) und (6.) 
$ 1. gegeben sind, ersetzen. Alsdann erhält man zuvörderst aus (10.) und 
(11.) als Werthe von r die Hauptkrümmungsradien o, und o,; und zwar o,, 
wenn man A=v, AÄ=r,, Y=y, U. 8. w. setzt und für die Coordinaten die 
in (8.) $ 1. gegebenen Ausdrücke einführt. Dann tolgt: 


um’ 
ED, 2 
\ N ab 
(14.) Durch Vertauschung von —x» und v ergiebt sich 
) u ev 
i) — 
gi ah 


Die Gleichung (9.) schreibe ich jetzt: 


muss .. (Pi) — Al +b)NK Hi +a)Y°—(2Z+4)(A+a)(4+b) 
(19.) | 


| +0 A+a(i+b)+(r—o,)(A+a)\(A+b), 
und bemerke. dass der erste Theil der rechten Seite, nämlich: 
ch 
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MD = -aA+HK+AH+a)Y?—- (DZ +) (a t+a)(A+b)Hoi(A+a)(A+b) 
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gleich Null gesetzt, nachdem man für die Coordinaten die in (8.) $ 1. ge- 
gebenen Ausdrücke in « und o eingeführt hat, die Parameter der vier Kegel- 
spitzen liefert, welche die um das Krümmungscentrum geschlagene Kugel 
mit dem Paraboloide gemeinsam hat. Aber drei derselben fallen zusammen 
und geben A=e, folglich hat &,(A) den Factor (A—ov)’; ferner ist die ab- 
solute Constante von &,(4) @ab=—ue’; daher folgt: 
D,() = (k—-v)’(R+ u) 
und deshalb ergiebt sich 
(16) Pü) = A-e)’(itW)+r-o)ita)A+b) = 0. 
bemerkt man, dass wegen (11.) 
PA) = (kA+a)(h+b) 
ist, und setzt diesen Werth in (16.) ein, so folgt 
bi) = k-e’i+n)+r-G)PpA), 
woraus durch Vergleiehung mit (10.) hervorgeht: 
fh) = -A-o’A+)+Gp(H, 
y(l) = (A+a)(k+b). 


Ich werde jetzt für A, oe und w wieder «, m und z einführen. Es 
war nach (11.) $1. 








(17.) 


= 
a+b 
2.4 


woraus wegen der Bestimmung, dass für A=v, also Z=z, der Buchstabe 
u durch m zu ersetzen sei, hervorgeht 


o = nn 
b 
3, = +22. 


Aus der dritten der in (8) $ 1. gegebenen Formeln erhält man aber 
22, = u—3e—(a+b), 
und daher ergiebt sich leicht 


u = 23+3m+- 


+b 
2. I 








ge- 
gel- 
ugel 
Imen 


ab- 


tabe 
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und auch 


\ ,+u = u+2z+3m, 


(18.) “ 
(A—-v = u—m. 
Setzt man, wie früher 
a—b 2), 
so folgt sofort 
A+a = utd, 
(19.) 
| +-b= u-—d. 


Wegen (18.) und (19.) erhält man aus (17.): 
fi) = f(u) = -(u-m)’(u+2z+3m)+o;) p(u), 
yi)=y(u)= (u+d)(u— 0), 

und deshalb folgt aus (10.): 


(21) Pü)= blu) = -fu)+rgplu)=(0, 
und hieraus 


) u) 
RER (12 
FM) 
Weil nach $1. (22.) 
2A,» 2u, v 
v’(av—+A)'(bv--))’ v’(u+or)(u— dv)‘ 

ist und auch 

a+b 

ı = u— = 


war, so folgt aus (12.) und (13.): 


d(r’ 32a 
wahl ni. 
di (a+4)(b+4) 
_ d(r’) (u) d f(u) 
du (u+ö)(u—d)” du plu 
Pu) u) — Flu)p' (u) 
= p (u) 
gu) u) Fu) (u) 
ut" 
oder auch: 
99 Ba WR FU 7 EE 7 Ein 
(22.) 2(u)=gylu)f(u)—fiu)y' (u) =. 


Diese Gleichung liefert nach dem Früheren die Parameter der fünf Nor- 
malen, die von einem Punkte der Fläche der Centra an das Paraboloid 
gezogen sind. 


20 * 
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Setzt man für den Augenblick 


(um) (u+232+3m) = fı(u) 


fu) = -f(u)+oY (u) = -(u—-m)niu)+o,p(u), 
dann geht \22. über in 
- !2uı)=yW)fi wW)—fı(u)y (u) =, 
oder auch: 
23) Liu) = (u—m) \plu)[3n(u)+u—m—2(u—m\un(u)) = 0, 
und endlich: 
(24.) u) = 2 (um) |\w+u(2m-+3)+ u(3m’+42mz— 20°) — d? (334m)! = 0. 

Ich werde im Folgenden zeigen, dass die Gleichung (24.) für die 
sanze Aufgabe fundamental ist, weil sie fast sämmtliche Resultate von vorne 
herein beurtheilen und dadurch die einfachsten Lösungen der auftretenden 
Eliminationsprobleme erkennen lässt. 

Die fünf Wurzeln « von (24.) liefern, wie bereits bemerkt, diejenigen 
fünf Normalen, welche von irgend einem Punkte der Fläche der Centra 
an das Paraboloid zu ziehen sind: und die Form von (24.) zeigt wegen 
des vollkommenen Quadrats (u«—m)’, dass von diesen fünf Normalen von 
einem Punkte der Fläche zwei zusammenfallen, was mit V.*) $ 1. vollständig 
übereinstimmt. 

Ich werde in den folgenden Paragraphen, nachdem ich in $ 3. die 
schliessliche Endgleichung der Fläche der Centra abgeleitet habe, die Glei- 
chung (24.) zu’ der Aufstellung derjenigen Punkte dieser Fläche benutzen. 
von denen aus unter den fünf an das Paraboloid zu ziehenden Normalen 
I) drei, 2) zweimal zwei, 3) einmal zwei und einmal drei, 4) vier in eine 
einzige zusammenfallen. Bemerken will ich noch, dass, wenn man in (15.) 
an Stelle von 0, setzen würde e;, in den folgenden Formeln vo mit —a zu 
vertauschen und im (24.) m durch m’ zu ersetzen wäre. Da man indess 
dann in den Gleichungen der Fläche der Centra (12.) $S 1. für « ebenfalls 
m' zu schreiben hätte, so erkennt man leicht, dass von den unter 1) bis 4) 
genannten Punkten die im Endlichen gelegenen aus (24.) sich ergeben, 
wenn man die Gleichungen der Fläche, wie folgt, schreibt: 


*) pag. 150 steht fälschlich IV. (Nach dem Drucke des betreffenden Bogens be- 
merkt.) 











Ö 
= 








wi 
* die 
"ONE 


nden 


ren 
entra 
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y Dadır' - (22 + 3m —d\(m | I. 
(25.) u | | 
2bdy’” = — (22 + 3m +0) (m—d)'. 
Da ferner die Gleichung (24.) mit der in $1. (26.) gegebenen: 
er — (Au,r) = v’[ar’(u Ir) +by (u+lv) 
(26.) | 
— 2lzv+ubl(u+ldrv) (u - Or) = 0 


iibereinstimmt, wenn man in der letzteren v = 1 setzt und für az’ und by’ 
die in (25.) aufgestellten Werthe einführt, so kann man (26.) als die 
homogene Form von (25.) betrachten, und dadurch die im Unendlichen ge 


legenen Punkte der in 1) bis 4) genannten Art finden. 


$3. Invariantenrelationen. Darstellung der Fläche der Centra in der schliesslichen 
Endform: F(zyz) = ?TU’—5V/W’=O. 
l. 

Um die Fläche der Centra in schliesslicher Endform anzugeben, ist 
es nothwendig, das Schlussresultat der Elimjnation aus einer Gleichung des 
zweiten und dritten Grades in einer solchen Form darzustellen, welche für 
den vorliegenden Fall keine weitere Graderniedrigung zulässt. Unter den 
verschiedenen Formen, welche Clebsch in seiner Abhandlung *) für den all 
gemeinen Fall einer Fläche zweiten Grades gegeben hat, findet sich eine **), 
welche dort aus dem Zusammenhange mit den übrigen Entwickelungen bei- 
läufig hervorgeht. Von dieser werde ich hier Gebrauch machen, zuvor aber 
einen Satz der Invariantentheorie aufstellen. den ich ebenfalls in der Folge 
benutzen werde, und aus welchem dieselbe als specieller Fall erhalten wird 

Ks seien 

(1.) S, = „ö-+2ain tar, 

2. S; b,5+3b,5°n+ 36,57 +b;,n 
die beiden gegebenen Formen bezüglich des zweiten und dritten Grades. 

Ferner sei 
(3.) C. bus+bn)a—2b,S+bn)a + (bS+b,n)a 
eine simultane lineare Covariante derselben und 
(4.) I = u —-& 

die Diserimante von S$,. 


Bildet man endlich die beiden simultanen C'ovarianten resp. des dritten 


*) Ueber das Problem der Normalen bei Curven und Oberflächen der zweiten Ord. 


nung. Dieses Journal Bd. 62 p. #4 fl. 


*#) Dieses Journal Bd. 52 p. 85 letzte Formel, 
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und vierten Grades 
5.) = 380, —48,4*) 






und 





\9 0&E © 3 m 


Fa EN u er | a 
2 en = 





so gelten die folgenden Sätze: 






I. Wenn die Gleichungen S;=0 und S,= (0 zwei gemeinschaftliche 







Wurzeln haben, d. h. wenn S, Factor von S, ist, so verschwindet die Co- 






variante C, identisch, und umgekehrt. 






Ferner: 
Il. Die aus C, gebildete Covariante C, hat den Werth: 
7) = —16R.S8, 
wo R=0 die Bedingung ist, das S,=0 und S,=0 eine gemeinschaftliche 
Wurzel haben. 


Um die angegebenen Sätze zu beweisen, will ich annehmen, dass 







durch lineare Substitution S, übergegangen sei in 
8.) 8 = 2afn, 
ferner, dass dieselbe Substitution S, übergeführt habe in 
S = bi’+ 34 

und dass r die Substitutionsdeterminante sei. Haben C,, C,, 2’, R' für die 
transformirten Formen $, und S; dieselbe Bedeutung, wie die entsprechenden 
für die ursprünglichen, so ist: 

G=—2a(bi+bn)=rC, 


d‘=-a =vd, 
























folglich 
6, = 38,0,—48,1 = 4a (b,ö’+bn’)=r;. 
Die Bedingung, dass S, Factor von S; sei, ist, wie man sich sofort 
überzeugt, dass b4,5°’+b;n°=0 werde. Dann aber folgt C;—=0 und also 


y 


auch ©, =0, weil r nieht verschwinden darf. 








Umgekehrt ergiebt sich sofort, dass wenn 0, =0 ist, auch 0, = 0 





wird; also, wegen 4,5°’+5b,n°=0 wird S, Factor von S; und desshalb auch 
S, Factor von S$,;. 
Damit ist der erste Satz bewiesen. Um nun auch die Richtigkeit 

















*) Clebsch, Theorie der binären algebraischen Formen p. 94. 
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des zweiten zu zeigen, bemerke ich, dass die Bedingungsgleichung, welche 
erfüllt sein muss, damit 5=0 und S,=0 eine gemeinschaftliche Wurze! 
haben, in Bezug auf die Coefficienten von S, von der dritten und in Bezug 
auf die Coefficienten von S; von der zweiten Ordnung ist. Folglich erhält 
man, wie leicht ersichtlich: 

(9.) R= bb, =vR. 









lich i 
Puebe Bildet man noch nach (6. 
 Co- | a 
ı dc 1 90. 5 diaialeuseg 
Be 13 en ‘ ‘) e'? Euer 6 Y 
ee —.d. 3 oe P 3 on’ d, al, b,b, 2 —t En. 
so ergiebt sich aus (8.) und (9.) leicht: 
CG,=tv0,= —-16R'S,’ = — 16" RS; 
oder 
Hiche 0, = —-16RS,, 
w. z. b. w. 
dass Vermittelst der Covariante C, lässt sich nun die Darstellung von R 
herleiten, von welcher ich in der Folge Gebrauch machen werde. Bezeichnen 
nämlich &,, 7, beliebige Grössen, so findet bekanntlich die identische Glei- 
ehung statt: 
uw: i 08 ’ er u 
S,(£, n)S2 (8, n)—(z E73 Sut 2 et) == d.(Sr —1ns0o)- 
r die Setzt man hierin 
nden 
.. 
r 3m ' 
ee 
ge 3 68 
so erhält man wegen (6.) und (7.) 
11 08 It 00, ? 
iX WERE e 
‚ofort (10.) Kr .1+41.6G = —-16$SR. 
ı1 08, 1 0C, 
also 2 on’ 3 m 
gg Die Funetionaldeterminante linker Hand, die eine Covariante dritten 
3m \ \ . . n . e . a +a 
EN (rrades ist, will ich mit X, bezeichnen. Dann folgt, weil aus (5.) 
ı 06 oc ‚os i 08 
| a Pe 
gkeit Os Os Oo Ö o& 
| oC Y oc n oS, 1 oS, 
_— u — +0, — —44.- . 
3 on on Mm 3M 
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sich ergiebt, sofort 


os, IC, os, 


I ne nd x 


| © 3 s | | O 
ya ee 
os, | os 


— —— M 2 


on’ | on 


Ieh werde jetzt die eingeführten Bildungen S,, S,, 4, C,, C, ver- 
mittelst der Fundamentalgleichung (24.) 8 2. als Funetionen von m und z 
darstellen. 

In (21.) $ 2. hatten wir gefunden: 


P))=b(un)=—flu+rgpl(u), 
woraus wegen (20.) 8 2. hervorgeht: 


Pi)= Blu) = (u—m) (u+ 224 3m) + (r—o)(u+0d)(u—0), 


oder indem man 


0 = @ 


setzt: 


12.) $ü)= Blu) = (u—m)(u+23+ 3m) +o(u+od)(u—0). 


Da $()) in (u) durch eine lineare Transformation mit der Sub- 
stitutionsdeterminante -+1 übergeht, so folgt leicht: 


hd, Ad 


3» 


wo nach S 2. (4.) und (5.) 5 und J,; die Imvarianten von (4) bedeuten 
und J, und J, die entsprechenden Invarianten von &(u) sein mögen. Für 
J, und J, findet man abgesehen von Zahlencoefficienten 


J = 0°—120(m’+mz-+- 0°) 
und 
= — 0°+180o’(m’+ mz — 20”) — 540 (m? — d*)\(z+ 2m)”. 
Setzt man zur Abkürzung 
(13.) m’+mz+d° = B, 
so erhält man 
(14) J= e’-12oB 

und 

15.) J= -0o’-+180’(B— 30°) — 540 (m! — d’) (3 + 2m)". 


Setzt man die rechten Seiten von (14.) und (15.) gleich Null, so 








VEr- 


nd z 


Sub- 
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erhält man die beiden Gleichungen des zweiten und dritten Grades. deren 
Eliminationsresultat die Fläche der Uentra liefert. 
Macht man diese Gleichungen homogen, indem man 


e = 


a fer 


9.). wenn man 
J; Be S, und J; _— S, 


einführt, so erhält man aus (14.) und ( 


setzt, 
(16.) I = &°—125nB, 
17.) = —$+185°n(B— 30°) — 5457? (m? — d?) (2 + 2m)”, 


und die Vergleiehung mit (1.) und (2.) liefert 


fr = L, u, = +6, u, =d, 
(18.) b=-1 b,=6(B- 30°), 
| b, = — 18 (m? — d’)(3+2m), b,=V0. 


Demnach folgt: 


494 = 4a, —a,) = —12°B', 
(19) 0, = 18[{4B’—12B d? — (m? — 0°) (3+ 2m)'}5—12B(m’— d°) (3+4+2m)’n], 
| C; = 18 [4B? — 36B 0’ — 3 (m? — d?) (2-+ 2m)?] $°. 
Die übrigen Terme von C, verschwinden von selbst, mithin öst die 
nothwendige und hinreichende Bedingung dass S; Factor von 8; sei, durch 
(20.) '= 4B’— 36Bd’ — 3 (m’—Ö’)(3+ 2m)’ = 0 
dargestellt. 
Bezeichnet man den Factor von 8, in (11.) mit 3.6°A, und bemerkt, 
dass der Factor von —44 daselbst, nämlich 


(a,5+an)(b,Ö+2b,87+b;n7)— (a,S+a;n)(buS+2b,5n+b,r}), 
für S=1, n=0 übergeht in 
a,b, — a,b, = 6(B- 30°) - 6B = — 180°, 
so folgt aus (11.) und (19.) 
K, = 3.6’ 4A—12°.18B? 0° 
oder 
21) K,=3.6°(A-24P0), (=1,n=0). 
Der Definition von A gemäss erhält man: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI Heft 2. 21 
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108, O6, | 
Pr 
3.6 A = | | 
1 oS, O0, | 
I2 Mm on 


= (S+ta,n)(b,@a,— 2b,a, +b,a,)— (a,5+a,n)(b,a,—2b,a,+b,a,). 
Für &=1,n=0 erhält man hieraus 
3.6A = (ba — 2b,a, + b,a,) —a, (bu — 2b,a,+b;a,), 
und wegen (18.) findet man leicht 
3.6°A = 3.6’ B[4B(B— 30°) — 3 (m? — 0?) (3+ 2m)?] 











oder 








(22) A= B[4B’—-12Bd’— 3 (m’—d?)(3-+2m)?). 
Aus (20.) ergiebt sich aber 
4B’— 3(m’—Ö?)(3+2m)’ = 1+36B 0°, 
und deshalb folgt aus (22.) 





— B[T'+24Bö”) 
oder 


(23) BT = A-AUBRE*) 


Ich werde jetzt die schliessliche Gleichung der Fläche der Centra 
herleiten, indem ich die oben gefundenen Parameterfunctionen A, B’, I’ in 
die Coordinaten x, y, 3 übertrage. Dass A, B’ und 7’ sich als rationale 
und ganze Functionen von z, y, 3 ergeben müssen, kann man von vorn- 
herein einsehen. Denn abgesehen von Zahleneonstanten waren S, und 8; 
nichts anderes als die beiden Invarianten der Gleichung vierten Grades 


*) Zu dieser Formel gelangt man auch auf folgende Weise: 

Aus (16.) und (17.) erkennt man, dass diese beiden Formen einen gemeinschaft- 
lichen linearen Factor haben; folglich verschwindet ihre Resultante R. Bringt man 
nun den überflüssigen Factor s in (10.) dadurch fort, dass man die Identität (10.) 
für &= 1, n= 0 anwendet, so folgt, weil dann S,= a, =1 wird: 

—-16R = +40 = K? — 3°.2°.18°B° 1, 
und weil R=0 wird, 
K,=3.6Bl, &=1,n=0). 


Wegen (21.) aber ist: 
K, = 3.6°(4 — 24B? 0”), 
also folgt: 
BI = A—24B?Ö’ 


wie oben. 
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« 


p(4)=0. Benutzt man zu der Aufstellung der letzteren die in (9.) $2. 


gegebene Form von $ (1), so erkennt man leicht, dass die beiden Invarianten 
in Bezug auf r’ vom zweiten und dritten Grade sind, während die Coef- 
fieienten sich als rationale und ganze Functionen von X, Y, Z und daher 
auch als rationale und ganze Funetionen von z, y, 3 ergeben. Da aber 
A, B’ und /' ganz und rational aus diesen Coeffieienten zusammengesetzt 
sind, so folgt, dass sie sich ganz und rational durch x, y, s müssen dar- 
stellen lassen. 
In $ 2. (25.) hatten wir die Gleichung der Fläche der Centra in 

folgender Form dargestellt: 

2uadz’ = (23+3m—d)(m+0)), 

2bdy = — (23 +3m+d)(m— 0)”. 
Daraus folgt: 

(24) d(ax’—by’) = 3m*-+6m’d?—d*-+2mz(m’-+30°), 
(25.) az’+by' = 8m’ -+6m’z+230°. 

Wegen (13.) und (20.) aber erhält man: 
\B = m’+mz-+Jd, 
(T' = 23° (m’+ 30°) —Amz (m? + 40°) — 8 (m! + 2m’? 44°), 
Hieraus ergiebt sich: 


(26.) 


on BT) = Bm'+6m’di+110°4+2mz (m’ 430°) — 2°0°, 
= (4(8B’+1') = —80*+4m’3+2°(3m? +0). 


Zieht man hiervon (24.) und (25.) ab, so folgt: 

3 (B-T) = d(ar—by?)— 30? + 120%, 

(3(8B’+1') = s(a@ +by’)—160*, 

aus welchen Gleichungen zunächst B° und 7" als rationale und ganze 
Funetionen von x, y, z folgen. 


Setzt man in den unter (22.) angegebenen Ausdruck den Werth von 
B aus (13.) ein, so findet man: 


(28.) 


A = — 8m” — 12m? 3 — 3m’ 2°? + m’ (2° 120° 2) +12m? 3°? + 3m 2°? 4 0* (38° — 80%), 


Dieser Werth zeigt, dass die m’ und m’ enthaltenden Glieder mit denen 

von (a2-+Öby) übereinstimmen, wenn man A zuvor noch mit —8 multiplieirt 

hat. Demnach kann man diese Terme eliminiren. wenn man 8A + (ax +by’) 

oder, wie sich nachher gleich zeigt, noch besser SA+(a2’+by? — 80? 2)? 
21” 
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bilde. Man erhält dann, weil wegen (25.) 
ax’ + by’ — 80° z = 8m’ + bm’z — 60° 2 
Ist: 
8A -+(ax’+ by’— 80° z)' = 43° [3m’+ 6m’ d? — d’+ 2m z (m?+ 30°) ] + 640* 2°— 640°, 
aus (24.): 
8A+(ax’+ by? — 80° 2)’ 40 2° (ax — by’) + 644*2°? — 640°. 
Es ist aber wegen (23.): 
Bl = A—24Bö°, 
also: 
(29) 8BT =4d3’(a2’— by”) + 640° 2° — 640° — (ax? + by? — 80° 3)’ — 192B? Ö*. 
Setzt man zur Abkürzung 
(30, S = ar+by‘, 
—= ac— by‘, 
so gehen die Formeln (28.) und (29.) über in 
4(B—T) = dD-z’0°+120°, 
2(8B’+N) = 38 —160*, 
SBI' = 402°D + 640*3° — 640° — (S — 80° 2)’ —192B? d°, 
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt sofort: 
ı 6B? =2S8S+20D — 20° (3? — 40”) = V, 
(31.) | 617’ =28S-160D-+160° (3#°—130”) = W, 

| — 8B1 = S’—43’dD -+160°(2S-+4JdD) — 64d* (3° — 50°) = U, 

und wenn man hieraus B und /' eliminirt, so ergiebt sich: 
(32.) F(z,y, 2) = 27U’—-8VW’=0 


als Gleichung der Fläche der Centra. U ist vom vierten Grade, V und W 
vom dritten Grade in den Variabeln, also ist F vom neunten Grade, was 


mit $ 1. I. übereinstimmt. 

Bemerken will ich noch, dass Herr Fiedler in seiner ausgezeichneten 
deutschen Bearbeitung des Salmonschen Lehrbuches der analytischen Geo- 
metrie des Raumes Bd. 1 art. 207. p. 244. die Fläche der Centra in der Form 

8sJ’+27T 
dargestellt hat. Indess ist für die Discussion der Fläche und besonders für 
die Aufstellung und Untersuchung ihrer Doppeleurve diese Form weniger 
geeignet, als (32.), weil F entwickelt a. a. OÖ. gegeben, ziemlich compliecirt ist. 
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/weiter Theil 


«4. Aufstellung derjenigen Punkte der Fläche, von denen aus drei Normalen in eine 


b 


zusammenfallen; von den singulären Tangentialebenen und den Curven, in denen 
diese schneiden und oseuliren. 


In $ 2. (26.) und (24.) sind die beiden Gleichungen 
1.)  RKu,v) = vfar’(u—dr)+by’(u+dr)’)—2t(zv+tu) (u—-dr)(u+dr)? — 0 
und 
(2) lu) = 2(u —m)'tw+ u (2m + 2)+ u (3m’+ 2mz — 20°) — d’ (32 + 4m)! — 0 
aufgestellt, die beide die fünf Normalen liefern, welche von einem Punkte 
der Fläche der Centra an das elliptische Paraboloid gezoren sind. Die 
Gleichung (1.) werde ich zur Untersuchung der Punkte benutzen, welche 
auf der unendlich entfernten Ebene liegen, die Gleichung (2.) für die 
anderen Punkte. 

Setzt man in (1.) 

= 


) 

so erkennt man, dass 42(u,v) = 0 drei gleiche Wurzeln erhält, und daher 
folgt, dass von jedem Punkte der unendlich entfernten Ebene drei Normalen 
in eine einzige zusammenfallen. 

Macht man die Gleichung der Fläche der Centra $ 3. (32.) homogen, 
und setzt dann £= 0, so erhält man: 

Ss — (0 
oder 
(ar +by) =. 

Daraus folgt der Satz: 

I. Die unendlich entfernte Ebene osculirt die Fläche der Centra längs 
dreier Geraden. 

Für die anderen im Endlichen gelegenen Punkte, für welche drei 
Normalen in eine zusammenfallen, muss 2(u) einen vollkommenen Kubus 
zum Factor erhalten. 

Da aber (2(u) die Form hat 

u) = 2(u—m)'w(u), 
wo 





(3.)  wl(u) = w+u(2m+ 2) + u (3m? + 2m z — 20°) — d? (33 + 4m) 


Ist, so braucht »(w) nur «u —m zum Factor zu erhalten, oder »‘w) muss für 





® 
iE 
iE 
EB; 
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Per wos... „". -- 


u = m verschwinden. Dies liefert: 
(4) (m+d)(m—d)(z+2m) = (0. 


Hieraus folgt, dass für jede der drei Bedingungen: 


m+d=(, 
(d.) m—-d = (, 
[2-4 2m — 0) 


drei Normalen in eine zusammenfallen. 
Durch (5.) werden auf der Fläche der Centra Curven bestimmt, die 
ich jetzt betrachten will. 
Setzt man zuerst: 
m+d = 0 








in die Gleichungen der Fläche 
\2ada’ = (23+3m—0d)(m+0)}, 
I2bdy’ = — (234 3m+0d)(m— 0)? 





(6.) 





ein, so folgt: 
\e=0$, 
by? — 80°(3—0). 
Setzt man zweitens: 

m—d = 0 


I 
so ergiebt sich: 


\ax = 80°(z+0), 
(y=0. 

Ausser diesen Kegelschnitten liegt in jeder der beiden Ebenen x = (0. 
y=0 noch eine Curve dritten Grades, die man erhält, wenn man 23-4 3m— d 
resp. 23-+3m-+0 gleich Null setzt. Dann ergiebt sich: 


(8.) 


9 . e=- 0, 
d (by? = Welt) 
un 
ao, je = rear 
1 y=%. 


Da aber die beiden Curven, von denen eine zweiten, die andere dritten 
Grades ist, den vollständigen Durchschnitt einer Ebene mit einer Fläche 
neunten Grades bilden, so folgt, dass jeder der beiden Kegelschnitte dreifach 
und jede der Curven dritten Grades einfach zu zählen ist. Daraus aber 


f 
B: 
B 

























‚ die 


= (), 


n— 0 


itten 
äche 
‚fach 
aber 





TE ee 


ergiebt sich, dass die Ebene =) und ebenso y=) die Fläche der Centra 
in einer Curve dritten Grades schneidet und längs einer Curve zweiten Grades 


osculirt. 
Setzt man drittens 


Z2m-+z = 0 
oder 


in (6.) ein, so folgt: 
s— 20 \' 
< u ET Melk 
2adr — ( z 2; 


< De — 2-20 ı 
2böy’ = ( > ) 
oder 
| dey2a oc = (3-2). 
(11.) | u | 
{ 4e'y2b Öy = (g +20), 


wo e und € die positive oder negative Einheit bedeuten. 


die beiden Gleichungen (11.), so erhält man: 
Key2adz— 4 y2bdy-+8zd = 0 
oder mit Fortlassung des überflüssigen Factors 4Y2J: 


(12.) ieYyaz—eYby-+zV20 = 0. 


Setzt man hierin für e und e der Reihe nach: 


e=+l, ©=+J1, 


= — |, g' — ME 
" | f5 
en Sr Ai 


so erhält man die folgenden vier Ebenen: 


1, iVa@x—YVby+zV20d -_. () 


? 


IP iVaxz-+Yby+z1V20 A), 


(14.) 
3) —iYaz—Vby+zVY20 = (0, 


4) -tiYaz+Yby+zV20 = 0, 


und aus (11.) die beziehungsweise in ihnen liegenden Kegelschnitte: 
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Subtrahirt man 
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1) 4Y2adz = (3-2), 
4Y2bdy = (3-+ 20), 

2) AMY2adz = (z — 20), 
0 4Y2bdy = (3+20)), 
3) —HV2adr (3 — 20°, 
AY2bdy = (+20), 
4) -4Y2ade = (3-20), 
| —4y2bdy = (+20). 


Ausser dem Kegelschnitte liegt in jeder der vier Ebenen (14.) noch eine 


(15.) 





andere Curve, die wir jetzt aufstellen wollen. Um die Bedingungsgleichung 
zu finden, die für sie zwischen m und z besteht, hat man die Coordinaten 
der Fläche der ÜOentra in die vier Ebenen /14.) einzusetzen. Da aber in 
diesen Ebenen auch die vier Kegelschnitte (15.) sich befinden, für welche 
z3+2m=( wird, so folgt, dass der durch Einsetzung von (6.) in (14.) ent- 
stehende Ausdruck für 3+2m = (0 verschwinden muss. Schafft man durch 
Quadriren die Wurzeln, durch deren Zeichen allein sich die vier Ebenen (14. 
unterscheiden, weg, und ersetzt ©’ und y’ durch ihre äquivalenten Werthe 
in m und z, so findet man leicht, dass der entstehende Ausdruck nicht nur 
z+2m, sondern (3+2m)’ zum Factor hat. In der That folgt aus (12.), weil 
rs 4 a 
1St: 
(ar+by+2dz3’)3—4.2bdy z° —= 0. 
Aus (6.) aber ergiebt sich durch Addition: 


ax’ +by’ = Sm’+6zm’+220', 


und deshalb geht die vorige Gleichung über in 


E-% j 


(4dm’+ 3zm’+30’+2°0 "+23 (23+3m-+d)(m—d) = 0 
oder in 
(16.) (2+2m)’(d’z2+2m?’) = 0. 
Aus dem Vorigen folgt, dass 
Os +2m = 0 
die Bedingung zwischen m und z ist, welche die gesuchten Uurven lietert’ 


Setzt man daher 
2m? 
zo rn 
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in (6.) ein, so folgt: 


2ad’z = (—4m+3md?— I) (m+0). 
2bd’y’ = — (— 4m? +3md’+d?)(m—d)?. 
oder weil 
4m’ —3mö’+d? = (m+0d)(2m—(d), 
und ebenso 
m’ — 3md’—d? = (m—d) (2m +0)? 
ist: 
Zad’r’ = — (m+Jd)'(2m—d)}, 
2bö’y = (m-—d)'(2m-+ 0)’ 
oder auch: 
iis0)2adz = (m+d)(2m— 0), 
(17.) 0Yy2bdy — m— Od) (2m+ 0), 
Ä Oz = — 2m’, 


wo &, und & die positive oder negative Einheit bedeuten. 


Addirt man die beiden ersten Gleichungen in (17.) und berücksichtigt 
die dritte, so folgt nach der Division mit dY2d: 
(18) iesVaxz+esYby+zVY20 = (, 
und man erkennt sofort, dass (18.) identisch in (12.) übergeht, wenn man 
Br = —e 
setzt. Demnach erhält man aus (17.) als die in den vier Ebenen (12.\ lie- 
renden ÜUurven: 
ieö\2adz = (m+0d)(2m— 0), 
(19.) 1 --2'0y2b döy = (m —d)' (2m+0), 
Öz = — 2m’, 
und diese Curven sind, wie ersichtlich, vom dritten Grade. Da aber eine 
dieser Ourven nebst dem entsprechenden Kegelschnitt der vollständige Durch- 
schnitt einer der vier Ebenen (14.) mit der Fläche der Oentra ist, so folgt, 
wie vorhin, dass jede der vier Curven (19.) einfach und jeder der zuge- 
hörigen Kegelschnitte (11.) dreifach zu zählen ist. Fasst man das Vorige 
zusammen, so erhält man den >Matz: 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 2. 
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ll. Auf der Fläche der Centra giebt es ausser der wnendlich 
entfernten Ebene sechs singuläre Ebenen, welche die Fläche in einem Kegel- 
schnitte osculiren, und in einer Curve dritten Grades schneiden. Die un- 
endlich entfernte Ebene osculirt längs dreier Geraden. Von jedem Punkte 
dieser Ebene, und von jedem Punkte der angegebenen sechs Kegelschnitte fallen 
von den fünf an das Paraboloid möglichen Normalen drei in eine einzige 
zusammen. 

Ich werde im Folgenden die beiden reellen Ebenen z=(0, y= 0) 
singuläre Tangentialebenen erster Art und die vier imaginären Ebenen (14.) 
singuläre Tangentialebenen zweiter Art nennen. Dieser Bezeichnung ent- 
sprechend will ich die in diesen Ebenen befindlichen Kegelschnitte als 
singuläre Kegelschnitte erster resp. zweiter Art unterscheiden. 

In jeder der sechs singulären Ebenen 


=0 yarn 
ieYax—e'Vby+zV20 = U 


liegen nach dem eben ausgesprochenen Satze zwei Curven, von denen eine 
vom zweiten, die andere vom dritten Grade ist. Ich werde jetzt die diesen 
viermal zwei Uurven gemeinsamen Punkte aufstellen. 
Nach (7.) und (9.) liegen in 2e=0 die beiden Curven: 
by? — 8Ö0°(z—0d) und by = „(z+ 0)", 
und die gemeinsamen Punkte beider erhält man aus: 
(+0) —270°(3—0) = 0 
oder 
20.) (3-20) (+70) =. 
Ebenso erhält man für die beiden in y=0 liegenden Curven aus 
(20.) durch Vertauschung von d mit —d: 
(21) (s+28)%(-70) = 0. 
In den zwei Punkten, für welche z = 20 ist, berühren sich, wie aus 
(20.) ersichtlich, die beiden n 2e=0 liegenden Curven, und sie schneiden 
sich in den zwei Punkten, für die 3= —7Ö ist. Das Entsprechende gilt für 
die zwei Curven n y=V. 
Um endlich die gemeinsamen Punkte der Curven zu finden, welche 
in den singulären Tangentialebenen zweiter Art liegen, ersetze ich in 
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den Curven dritten Grades den Parameter m durch m,. Dann erhält man 
aus (19.): 


ie0dl2a0dx — 
\ 


(22.) \-edY2bdy = (m — d)’ (Am, + 0). 


| 


Da für die in den singulären Tlangentialebenen liegenden Kegelschnitte 
z3+2m=0 ist, so folgt für sie aus (6.): 


(m, - 0 Zm.- () 


O3 = — 2m‘. 


ieY2adz (m +0)". 


(23.) EeY2b0y — (m— 0). 


2 = —2m. 
Aus (22.) und (23.) ergiebt sich: 
(m, +) (2m, — 0) = dim+dN. 
(m — 0) (2m, +0) = —d(m—d 
m = mo". 


Eliminirt man aus der ersten und dritten Gleichung m, so folgt: 


Ö? (m, +0)’ (2m, — d) — (m} + 0°) v 
oder auch: 
(24) (m, +0) (m, — OÖ)’ (m? --20°) = 0. 


Da der Ausdruck links sich nicht ändert, wenn man d vertauscht mit —d, 
so folgt, dass er sich auch ergeben haben würde, wenn man aus deı 
zweiten und dritten der obigen Gleichungen m eliminirt hätte. Da m, -+-0d 
und m,— 0 in (24.) in zweiter Potenz auftreten, folgt. dass in den diesen 
Parameterwerthen entsprechenden Punkten die zusammengehörigen Uurven 
(22.) und (23.) sich berühren. 
den Satz: 


Hieraus und aus dem Früheren erhält man 


Ill. Jeder der sechs singulären Kegelschnitte schneidet die in seiner 
Ebene befindliche Curve dritten Grades in zwei Punkten und berührt sie in 
zwei anderen. 

Ich werde jetzt diese Schnittpunkte und Berührungspunkte aufstellen. 

Setzt man aus (20.) 3= — 70 in (7.) oder (9.), aus (21.) z= 70 in 
(8.) oder (10.), aus (24.) m, =idy2 und m, = —idY2 in (22.) ein, so erhält 
man die zwölf Schnittpunkte der singulären Kegelschnitte mit den zugehörigen 


Curven dritten Grades: 
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==, 
1) levöy = 8ioVd, 
Ger Var 





\:laz = BY), 

| y= d, 

| 2 70, 
\jeY2ar = IYd(1—- 2iYV2), 
€ Y2by = OYd(L+2iV2)., 
| 3 = 4öY2. 
| ieV2az = dYdlı+ 2/2), 
4.) e Y2by IYI(1- 2iV2), 
| | 2 = --4ild 2. 


Setzt man ebenso aus (20.), (21.) und (24.) 





= 2, 3=—-2, m=-J), m=+0d 
der Reihe nach in (7.) oder (9.), (8.) oder (10.), und (22.) ein, so erhält 
man die vier Berührungspunkte der singulären Kegelschnitte mit den zugehörigen 


Curven dritten Grades: 


2i0Y20, 
= (, 
= —2. 
e und ® bedeuten in (25.) und (26.), wie früher, die positive oder negative 
Einheit. 
Als Tangenten in den zwei Berührungspunkten (26.) 1.) findet man: 
(27)  —eVby+zV20 — 0, 


und als Tangenten in den zwei anderen Berührungspunkten 2.): 


(28) siVaxz+zV20 — 0. 


Die vier in (26.) aufgestellten Berührungspunkte sind eigentlich nur die- 
jenigen, welche den in den singulären Tangentialebenen erster Art liegenden 
Curven angehören. Stellt man indess die Berührungspunkte auch für die 
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anderen Curven auf, welche in den singulären Taangentialebenen zweiter 
Art sich befinden, so erkennt man, dass die Punkte und Tangenten nur in 
den zwei der vier Ebenen (14.) zusammenfallen, welche sieh dureh ver- 
schiedene Vorzeichen von z oder von y unterscheiden, und man findet auch. 
dass diese Berührungspunkte und Tangenten keine anderen sind als die in 
(26.), (27.) und (28.) angegebenen. Bemerkt man noch die Ueberein- 
stimmung von (27.) und (28.) mit den Durchschnittslinien von zweimal 
zwei der vier singulären Tangentialebenen zweiter Art (14.), so erhält man 
den Satz: 

IV. In jeder der beiden singulären Tangentialebenen erster Art be- 
rühren zweimal zwei Kegelschnitte zweiter Art in zwei Punkten einander und 
den in der singulären Tangentialebene erster Art gelegenen Kegelschnitt. Die 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten in den Berührungspunkten der Kegelschnitte 
sind die Durchschnittslinien von zweimal zwei singulären Tangentialebenen zweiter 
Art und zugleich die gemeinschaftlichen Tangenten jedes Kegelschnittes in den 
Berührungspunkten mit der in seiner Ebene liegenden Curve dritten Grades. 

Da die Gleichungen (14.) identisch erfüllt werden dureh 

sei eh. =, 
so folgt: 

V. Die vier singulären Tangentialebenen zweiter Art schneiden sich 
in einem Punkte, welcher auf der Schnittlinie der beiden singulären Tangen- 
talebenen erster Art liegt. 

Aus (7.), (8.) 


den Satz: 


und (15.); /9.), 10.) und (17.) erhält man leicht 


VI. Die in den sechs singulären Tangentialebenen liegenden Curven 
zweiten Grades sind Parabeln, die Curven dritten Grades ( Parabelevoluten ) 


gehören zum Geschlechte Null. Sie sind daher auch von der dritten Klasse 
und besitzen einen RKückkehrpunkt. 
Nach S 2. (18.) war: 
A+u = u+2z- 3m, 
A\—o = u—m. 


Durch Subtracetion folgt: 
2(3+2m) = u-+te. 


Für die sineulären Keselschnitte zweiter Art war z+2m=0, also auch 
> on 


“+0e=0; und in (14.) $ 2. hatten wir: 


. uv’ 


ct ab 
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Da diese beiden Werthe für „+e=0 einander gleich werden, so erhäli 
man den Satz: 

VO. Längs der vier singulären Kegelschnitte zweiter Art haben die 
beiden Schaalen der Fläche der Centra einen imaginären Zusammenhang. 

Stellt man für irgend einen Punkt dieser vier singulären Kegel- 
schnitte zweiter Art die Tangentialebenen an die beiden Schaalen der Fläche 
der UGentra auf, so erkennt man sofort, dass diese sich rechtwinkli 
schneiden. Man erhält so den Satz: 


& dureh- 

VII Längs der vier singulären Kegelschnitte zweiter Art durch- 
schneiden sich die beiden Schaalen der Fläche der Centra unter rechtem Winkel 

Bemerken will ich noch, dass die vier in (26.) gegebenen Punkte 
diejenigen sind, welche den Nabelpunkten des zu Grunde gelegten Para 
boloids entsprechen; und dass die beiden Punkte 1.) in (26.) die einzigen 
reellen Punkte sind, welche auf den vier imaginären Kegelschnitten liegen. 

Diese vier imaginären Curven bilden die von Monge Applie. SXV. Vi. 
betrachtete Linie, in weleher sich die beiden Schaalen der Fläche deı 
Centra rechtwinklig durchschneiden und entsprechen auf dem Paraboloilde 
s 1. 1.) der durch die Bedingung «+e = 0 bestimmten imaginären Curve. 


für welche die beiden Hauptkrümmungsradien einander gleich werden, und 


welche man deshalb Curve sphäriseher Krümmung nennen kann. 

Aber ausser diesen imaginären Curven giebt es auf der Fläche de 
Centra eine reelle Linie, längs welcher sich die beiden Schaalen, indess 
nicht rechtwinklig, schneiden und welcher keine Curve von Nabelpunkten 
auf dem Paraboloide entspricht. Diese Curve, auf deren Existenz zuers' 
Herr Kummer in den Monatsberichten der Berliner Academie 1862 p. 426 ti 
aufmerksam gemacht hat, werde ich im folgenden Paragraphen aufstelie: 
und in $ 6. genauer untersuchen. 


@ F 


So). 
Von denjenigen Punkten der Fläche, von welchen zweimal zwei Normalen in ein 
zusammenfallen. 

Für diejenigen Punkte der Fläche der Uentra, für welche zweimal 
zwei Normalen in eine zusammenfallen, muss in der die fünf Normalen er- 
gebenden Gleichung 

1) 2(u)=2(u—m)w(u)=(0, 


J 


wo nach $ 4. ( 
2.) w(u)= w+u(2m+3)+ u(3m’+ 2m z — 20°) — d’ (32 -+ 4m) 
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ist. (uw) in zwei Factoren zerfallen, von denen der eine ein vollkommenes 
Quadrat ist. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass die Diseriminante 
von »(w) verschwinde. Um nachzuweisen, dass diese Diseriminante in drei 
Factoren zerfällt, benutze ich die aus der Vergleichung von (23.) und (24.) 
& 2. hervorgehende Gestalt von w(ı), nämlich: 


(3.)  2w(u) = Yp(u)[3n (u) + u—m)— 2 (u—m) un (u), 
wobei 
| y(u) = (u+d)(u—0) 
(4.) und 
‚n(u) = u+22z+ 3m 
ist. 


Durch Differentiation ergiebt sich nach einigen Vereinfachungen 
(D.) wu) = 2p(w)+(u+ m)n (u). 
Da die Diseriminante von w(ı) das Eliminationsresultat von u aus w(u) = 0 
und (u) =0 ist, w(w) und wu) aber wegen (3.) und (5.) verschwinden. 
wenn 

6.) uw) =0, nlu)=V 
wird, so folgt, dass das Resultat der Elimination von u aus (6.) als Factor 
der Diseriminante auftreten muss. Dieser Factor zerfällt wegen (4.) in zwei 
andere Factoren und zwar in 

(23 + 3m — d\ (22 + 3m +0). 


Bezeichnet man mit 7 die Diseriminante von w(u), so erhält man also: 


(1) 4= (22 +3m—0d)(22-+3m-+0d) 9 (m, 2), 
wo O(m,z) der dritte Factor ist. Für Oim,z) ergiebt sich dann: 


(8)  Olm,z) = z#(m’-+ 30°) — 42m (m? + 49°) — 8 (m? + 2m? 0? + 40%), 

Nach dem in $S 1. V. aufgestellten Satze fallen zwei Normalen für 

diejenigen Punkte zusammen, welche auf 
z=0 oder „= 

oder auf der Fläche der Uentra liegen. 

Daher folgt, dass zweimal zwei Normalen nur da zusammenfallen 
können, wo eine der beiden Ebenen = 0 oder y=0 die Fläche der Centra 
schneidet, oder diese sich selber durchsetzt, d. i. in ihrer Doppeleurve *). 


. *) Auch für 2=0, y=0 fallen zweimal zwei Normalen zusammen; aber diese Gerade 
liegt nicht auf der Fläche der Centra, wie man sofort erkennt, und ist also wegzulassen. 
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Da andererseits nachgewiesen ist, dass für die Punkte der Fläche, tür 
welche zweimal zwei Normalen in je eine zusammenfallen, #/=0 wird, so 
folgt aus (7.), weil 22+3m—-0d=0 resp. 234 3m +60 zur Folge hat 
z=0 resp. y=0, dass 
O(m,z) = VÖ 

die Bedingungsgleichung für die Doppelcurce der Fläche ist. 

Dieses Resultat lässt sich direet auch so ableiten: 

Aus der in $ 3. (32.) gegebenen Gleichung der Fläche 

F(x,y,2) =27U’-8VW'=0 


erkennt man sofort, dass 
U=-0. W= 
die Gleichung der Doppeleurve von F=0 ist. Da aber wegen $ 
U= —-SbBbl, 
W= —-6/' 
ist, so folgt, dass 
"=: ) 
die DRONguUgSgieichting für die KRIEG. ist. Die Vergleichung von 
Ss 3. (26.) mit S5. (8.) zeigt aber, dass /'(m, 2) = O(m, z) ist. 

nt man, dass die Bedingungen 23+ Im) - =0 resp. 22+3m+Jd = 
die in 84. (9.) resp. (10.) angegebenen Curven dritten Grades liefern, 
so erhält man aus dem Früheren den Satz: 

l. Die Punkte der Fläche, von denen aus unter den fünf an das 
Paraboloid zu ziehenden Normalen zweimal zwei zusammenfallen, liegen ent- 
weder auf den beiden Curven dritten Grades, in welchen die beiden singulären 
Tangentialebenen erster Art die Fläche der Centra schneiden, oder auf der 
Doppelcurve dieser letzteren. 

Auf die Untersuchung der genannten Doppeleurve werde ich in 
S 6. eingehen. 

Von denjenigen Punkten der Fläche, von welchen einmal zwei und einmal drei 
Normalen in eine zusammenfallen. 

Für diejenigen Punkte der Fläche, für welche einmal zwei und ein- 

mal drei Normalen in eine einzige zusammenfallen, muss sich 
Lu) = 2(u-—m)’w (u) 


in zwei Factoren zerlegen, von denen der eine ein vollkommenes Quadrat 
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(7 


und der andere ein vollkommener Kubus ist. Dies tritt in zwei Fällen ein: 


1) wenn (u) ein vollkommener Kubus wird, und 2) wenn &(w) für die 8 4. 
(5.) angegebenen Werthe von m den Factor u— m absondert. während zu 
gleicher Zeit der übrig bleibende in w quadratische Factor ein vollkommenes 
(Quadrat wird. 

Ich werde diesen zweiten Fall zuerst betrachten. 


Nach (3.) war: 
2w(u) = (u-+0d)(u—I)(In(u) + u —m)— 2 (u — m) un (1), 


Setzt man hierin aus $ 4. (5.) 


m= —6, 
so folgt: 
2w(u) = (u+d)(u— d)(Ir(w) + u +d)— 2 (ut N) ur(u). 
oder da für m= —d 
n{u) = u+22 — 30 
wird: 
2w(u) = 2(u+ d u—d‘ (Zu +33: -40) — u[u +23— 30 


Dann wird wegen (1.) 
u) =2(u+d)!wW+u(z -30)—0(33—40)! = 0, 
und soll (2(uw) in einen Kubus und ein Quadrat zerfallen. so muss 
w-+ u(2— 30) — 0 (32 — 40° 
ein vollkommenes Quadrat werden. Dazu ist nothwendig und hinreichend. 
dass die Diseriminante der quadratischen Form verschwinde. 


(3—30)°+40 (33 — 40) 0 


Dies liefert: 


oder auch 


9.) z—0)(3+70) = 0. 
Setzt man ebenso 
m= -+J, 
so ergiebt sich 
(10. ER) 23— 70) ==; U, 


Für 
z3+2m = 0 
ergiebt sich 


2w(u) = (u+d)(u—0) (Sn (u)+u+ 


vw a 
w 


)- 2(u 4 )u nu 
oder, da a (u) = u+!z wird, 


4n(u) = Lu+d)(u—d)(Qu+3)— (Qu +2) 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 23 
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oder 
4vo(u) = (2u+2)/4(wW—I)—u(2u+2)!, 





und daher ist: 
842 [(u) = (2u+2)/2u— zu—40R, 
Da der eingeklammerte Factor 
2 — zu — 40° 
ein vollkommenes Quadrat werden muss, so erhält man 
11.) 2°+320° = 0. 

Setzt man nun aus (9.), (10.) und (11.) der Reihe nach: 
m=—d, m=-d, m= dd, m=d, m= 2AVY2d, m= -— AivV2d, 
= db, 3=-W, 3=—J), 3=7%, 3=-AV2d, = HY2d 

in die Gleichungen der Fläche: | 





\ 2Zadz’ = (23+3m—d)(m+0), 
aan I2bdy? = — (23 + 3m+0)(m— 0)? 
ein, so erhält man die folgenden Punkte: 
0, TR En 
1. BERN 2.) Nor 648, 3.) N. 0, 
RR | »— —T0, 3=—Jd, 
az’ = 64°, 2a’ = - (1-2iY2)*0°, 
(13.) '4.) | yo, 9.) | = (1+MV2), 
| | 3-7, | 3= 42, 
vera = —(1+2iV2)*8, 
0.) 1 2by’ = (1-22), 
| 3 = —4ilY2. 


Ich gehe nun zu dem zweiten Falle über, nach dem w(u) ein voll- 
kommener Kubus wird. Dann muss 


w(u) = w+ u’ (2m+ 2) + u (3m? + 2m 3 — 20°) — d? (33 + 4m) = (u+h)’ 


sein, und daraus folgt: 


2m+z2 = 53h 
3m’ +2mz — 20° — 3W, 
— 0? (32 + 4m) 
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Aus der ersten und letzten dieser Gleichungen folgt: 
h & » 
= — vr (h‘ -1- 60°) 
2 je 1 ) 


und 
2m = je (+ 90°), 


und die Einsetzung dieser Werthe in die zweite Gleichung liefert nach 
einigen einfachen Umformungen: 


M—-P)(M +8) = 0. 
Hieraus folgt: 


= d, h=-—-J0, h= —2iV20, h=2i \20, 
(14.) 2 = — 10, 2a = = 1d, a2 = — 4 v2, a = 4} 20, 
an= 56, m=-dI, mei Y20, m — iV20, 


Setzt man diese Werthe in (12.) ein, so erhält man der Reihe nach die 
Punkte (13.) 2.). 4.), 5.), 6.) wieder. Man erkennt also, dass die Annahme 
w(u) = (u-+h)’ zwar neue Werthe des Parameters m, aber keine neuen Punkte 
der Fläche ergiebt. 

Bemerkt man, dass die Punkte (13.) 1.) und 3.) die kückkehrpunkte 
der beiden Uurven dritten Grades (S 4. (9.) und (10.)) sind, welche durch 
z=0 und y=0 aus der Fläche ausgeschnitten werden, und dass diese 
Punkte zugleich diejenigen sind, in welchen die Gerade e=0, y=0 jene 
beiden Curven berührt; beachtet man endlich, dass die zwölf Punkte (13. 
2.), 4.), 5.), 6.) identisch sind mit den zwölf Punkten, welche in $ 4. (25. 
angegeben sind, so erhält man den Satz: 

II. Auf der Fläche der Centra giebt es 2+12 Punkte, von denen aus 
einmal zwei und einmal drei Normalen in je eine zusammenfallen. Von diesen 
14 Punkten sind zwei die Rüchkkehrpunkte der in den beiden singulären Tan- 
gentialebenen erster Art liegenden Curven dritten Grades, und zugleich die 
Berührungspunkte der Schnittlinie jener beiden Ebenen mit diesen Curven. Die 
zwölf anderen Punkte sind die Schniltpimkte jedes der sechs singulären Kegel- 
schnitte erster und zweiter Art mit derjenigen Curve dritten Grades, welche 
mit ihm in derselben singulären Tangentialebene liegt. 


3. Von denjenigen Punkten der Fläche, von welehen vier Normalen in eine zu- 
sammenfallen. 
Ich wende mich jetzt zu der Untersuchung derjenigen Punkte der 
os e ER . r . . > 
Fläche der Centra, für welche vier Normalen in eine zusammenfallen. 
23% 


Se a Bi 
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Setzt man in der $4. (1.) gegebenen Gleichung: = 
u,v) = v[ar’(u— dv)’ + by (u+dr)]— 237 +tu) (u— dv) (u+ dr) = 0, 
t=0, so folgt: 

u,v) = v’[(ar+by’)(w +0) —2d ur(ar— by’) 


J . 


RETTET 


und man erkennt sofort. dass für: 
lae+by = (0, 
t=%0 


‘2{u,v) vier gleiche Wurzeln erhält. Also fallen für (15.) eier Normalen in 
eine zusammen. 


(15.) 


rn 


Um die im Endlichen gelegenen Punkte zu finden, von denen aus 
vier Normalen in eine zusammenfallen, gehe ich auf $5. 2. zurück. 
Es war dort gezeigt, dass für 


m+d — (, 
m—d =, 
2m+2 = 0 


(uw) bez. übergeht in: 
lu) = 2(u+d) u + ul — 30) — I (33 —40)], 
Ku) = 2(u— du +u(3 +30) +0(33 +40), 
u) = 4(2u+2)/2u’—us—40. 

Soll nun 2(u) einen biquadratischen Factor erhalten, so müssen 
die eingeklammerten, in # quadratischen Factoren von (2(u) verschwinden 
bez. für | 

u+d=0, u-d=0, 2u+z=(0. 


Dies liefert: 
=-2), 3=—%, 2-0. 





Hieraus folgt, dass für = 20, m= —d; 3=—20, m=0 vier Normalen in 
eine zusammenfallen. 
Aus (12.) ergiebt sich für 


m=—0(, m—=+0l, 


sofort: 
2 
z=(, ax’ = — 80°, 


 R 
E2 
Rz 
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Da diese Punkte mit den $ 4. (26.) 1.) und 2.) angerebenen identisch 
sind. so folgt der Satz: 

Il. Es giebt auf der Fläche der Üentra zwei Geraden und vier 
Punkte, von denen aus vier Normalen in eine zusammenfallen. Die zwei 
Geraden sind die beiden conjugirt imaginären Geraden, längs deren die un- 
endlich entfernte Ebene die Fläche der Centra osculirt; und die vier Punkte 
sind diejenigen, in welchen die singulären Kegelschnitte die in ihren Ebenen 


liegenden Curven dritten Grades berühren. 


$6. Die Doppeleurve der Fläche; verschiedene Darstellungen derselben; ihre Sin- 
gularitäten und charakteristischen Zahlen. 

Die Bedingungsgleichung der Doppeleurve war $5. (8.) in folgender 

Form gegeben: 
1.) ©(m,z2) = 3° (m’ + 30°) — 42 m m’ + 40°) — 8(m!-+ 2m? Ö? +40*), 
und da nachgewiesen worden, dass 
O(m,z) = I'(m, z 
ist, so erhält man wegen $ 3. (20.) für die Doppeleurve auch: 
(2) Im, 2) = 4B’—- 36Bd’— 3 (m’ — Od?) (2+2m” — 0, 
Wo 
(3. B= m+mz--( 

ist. 


Aus $ 3. (31.) und (32.) erkennt man ferner sofort, dass 


\ Uz,y,z,t) = S’—4z’d D-+160°t(3S +44 Dt) — 640 f (3 — HN F) = 0, 

IW (x, y,2,t) = 38-160 Dt-+-160° (2° — 130°) = 0 
die homogenen Gleichungen der beiden Flächen sind, deren Durchschnitt 
die Doppeleurve liefert. 

Die Formeln $ 3. (31.) lassen, wie bemerkt, in Verbindung mit 
$ 3. /32.) erkennen, dass die Curve U=0,. W=V% identisch mit derjenigen 
ist, welche durch (1.) oder (2.) auf der Fläche der Centra bestimmt wird. 

Um für die Doppeleurve (4.) die Doppelpunkte und Rückkehrpunkte 
zu finden, sind die Doppelpunkte der beiden Flächen U=0 und W=V0 zu 
bestimmen, und ferner diejenigen Punkte, in welchen U=0 und W=0 
einander berühren. Für die Doppelpunkte der Flächen erhält man die Be- 
dingungen: 

re Su su 


Dr) = $, = U), a —(), — () 


Or oy 02 ot 
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und 
oW 


0 y 


Ö W 0. oW 


0% ot 


6.) —(), , 


und für diejenigen Punkte, in welchen sich U und W berühren, erhält man 
die Bedingungen 
oU ] oW 
oy oy 
oU oW 


ot It 


— 0), 


=). 


Stellt man die Bedingungsgleichungen (6.) auf, so erkennt man, dass 
sie für keinen Punkt zu erfüllen sind: die Fläche dritten Grades W (x, y, 2) = 
besitzt demnach keinen Doppelpunkt. Dagegen findet man aus (5.) die fol- 
genden sieben Doppelpunkte von U(x,y,2,0) = 0: 

0), 1= 
ww, 8) ) y—ı,. 
20, Pi, 
ax -eYby=d, 
| 3 —=(, 
| i=UV. 


Ebenso erhält man aus (7.) die folgenden zwölf Berührungspunkte 
von U(x,y,2)=0 mit W(x,y,23)=0: 


\ 


| | = N ax’ = 640°, 
| 1.) | by =—6Ad, 2) | y= 


Z 
HHy2—1T7 5 er >62? y2 +17 
2 


3.) Er u» A) 7. 5,0, ara 


DB r 2 | i 2 


.u/c 
3 = —MV2), 

Hat die Schnitteurve von U(z, y,2)=0 und W(z, y, 3) =0*) einen 
Doppelpunkt, so hat jede durch diese Curve gelegte Fläche U—IW = 0 
den Doppelpunkt der Curve ebenfalls zum Doppelpunkt. Stellt man in 
diesem den Oseulationskegel zweiten Grades auf, so liefern die beiden Ge- 





*) Ich setze im Folgenden t = 1. 
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raden, in denen die gemeinschaftliche Tangentialebene von U= (0 und W—- 0 
in jenem Doppelpunkte den Kegel schneiden, die beiden Tangenten für den 
Doppelpunkt der Curve U=0 und W=0. Fallen aber diese beiden Geraden 
in eine einzige zusammen, berührt folglich die gemeinschaftliche Tangential- 
ebene den Osculationskegel, so geht der Doppelpunkt in einen Rückkehrpunkt 
über. Die analytische Bedingung hierfür ist, wenn man durch angehänete In- 
diees die ersten und zweiten Ableitungen nach den Variabeln bezeichnet, dass 
die Determinante: 
U,n—1W,., Un-l!Wu, U,—-IW;,, W, 
10, \U2—IW.., U,„—IW,., U„—-IW;,, W.; 
IA, Un W, Un—IWu, W; 
| W.. W,, W,;, v 
für die Coordinaten des Doppelpunktes identisch verschwinde. Wendet man 
dieses Kriterium auf die zwölf Punkte /9.) an, so findet man, dass diese 
Rückkehrpunkte von U=0, W=0 sind, während die sieben Punkte (8.) 
Doppelpunkte der Doppeleurve bleiben, wie man leicht erkennt. Hieraus 
folgt der Satz: 

I. Die Doppeleuree der Fläche der Centra ist der irreductible Durch- 
schnitt einer Fläche dritten Grades mit einer Fläche vom vierten Grade. Die 
sieben Doppelpunkte der letzteren sind zugleich die sieben Doppelpunkte der 
Curve, während die zwölf Berührungspunkte beider Flächen die zwölf Rück- 
kehrpunkte der Doppeleurve bilden. 

Die vier Punkte 1.) und 2.) in (8.) stimmen mit den vier Punkten 
$4. (26.) überein; die drei Punkte 3.), 4.). 5.) in (8) sind die drei 
Schnittpunkte der drei Geraden, längs deren die unendlich entfernte Ebene 
oseulirt, und die (12.) Punkte (9.) sind mit den zwölf Punkten $ 4. (25.) 
identisch; daraus folgt der Satz: 

Il. Die zwölf Rückkehrpunkte der Doppelcurve sind identisch mit 
den zwölf Punkten, in welchen die sechs singulären Kegelschnitte die mit ihnen 
in derselben singulären Tangentialebene liegenden Curven dritten Grades schneiden. 
Die vier Berührungspunkte dieser Curven sind vier von den sieben Doppel- 
punkten der Doppelcurve, während die drei übrigen Doppelpunkte die Schnitt- 
punkte der drei Geraden sind, in welchen die unendlich entfernte Ebene die 
Fläche der Centra osculirt. 

Wegen der beiden Sätze $ 5. II. und III. lässt sich der letztere Satz 
auch so fassen: 
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III. Die zwölf unter den vierzehn Punkten, von denen aus einmal 
zwei und einmal drei Normalen in eine zusammenfallen, welche auf der Doppel. 
curve liegen, sind die Rückkehrpunkte der letzteren. Die Punkte, von denen 
aus vier Normalen in eine zusammenfallen, und die drei Schnittpunkte der 
Doppelcurve mit den beiden Geraden, von denen aus auch vier Normalen zu 
sammenfallen, bilden zusammen die sieben Doppelpunkte der Doppeleurve. 

Verlangt man diejenigen Punkte, welche auf der Doppelcurve und 
den sieben singulären Tangentialebenen gemeinsam liegen, so hat man di. 
für diese Ebene früher gegebenen Bedingungen in die Gleichung für die 
Doppeleurve einzusetzen. Die Ausführung dieser Reehnungen aber zeigt. 
dass man keine anderen Punkte erhält, als die sieben Doppelpunkte und 
zwölf Rückkehrpunkte. Aber keine der sieben singulären Tangentialebenen 
schneidet die Doppeleurve, sondern sie berühren dieselbe, und zwar sowohl 
einfach als stationär. In der That, die Ebene z = 0 berührt einfach in den 
drei Punkten 2.) und 3.) in (8) und stationär in den zwei Punkten 1. 
in (9.); hierdurch wird auch die nothwendige Anzahl von zwölf Durch- 
schnittspunkten erreicht, weil jeder der drei Punkte doppelt und jeder deı 
zwei Punkte dreifach zählt. Das Nämliche gilt für y=0. Ebenso berühr! 
jede der vier singulären Tangentialebenen zweiter Art in drei Punkten ein- 
fach, nämlich in zweien von den Punkten 1.) und 2.) in (8.) und in einem 
der beiden Punkte 4.) und 5.) in (8.): ferner berührt jede singuläre Tan- 
gentialebene zweiter Art die Doppeleurve stationär in zweien von den acht 
Punkten 3.) und 4.) in (9). Die Berührung der unendlich entfernten 
Ebene ist von der dritten Ordnung und geschieht in den drei Punkten 3.) 
4.) und 5.) in (8.). 

Bezeichnet man mit p das Geschlecht einer Raumeurve, die der voll- 
ständige Durchschnitt zweier Flächen «ter und v'*® Grades ist, und mit / 
die Anzahl ihrer wirklichen Doppelpunkte, mit 5 die Anzahl ihrer Rück- 
kehrpunkte, so hat man bekanntlich: 


TE Te Se 


Für die vorliegende Fläche der Centra ist 
u=4 v=adı.t=l, P=12, 
und demnach folgt: 
p =), 


und hieraus folgt der Satz: 
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IV. Die Doppeleurve der Fläche der Oentra ist vom Geschlechte Null. 
Bekanntlich sind die Coordinaten einer Curve vom Geschleehte Null 
ausdrückbar als rationale Funetionen eines Parameters; diese Darstellung 
der Doppeleurve will ich im Folgenden geben. 
Setzt man in (31.) $ 3. den aus Wir, y, z 0 sich ergebenden 
Werth von 169D in U(x,y,z)=0 ein, so folet: 
(12.) 48° —-S(z’— 5.1630”) — 160° (3’—- 133°0°— 8.160*) = 0, 
und hieraus ergiebt sich: 
(13.) 85 = z3(3— 5.160°) L- Y(z3°-+ 320°). 
Hieraus erhält man wesen W=0 aus (31.) 8.3. 
(14) 8.16.JD = z°(2°—5.160°) +2V(3’-+ 320°)’ -+8.160° (32° — 130 
Aus (13.) und (14.) folgt durch Addition und Subtraetion: 
\ h’adz? = 3’+ 160 2°-+3.160° 3° -- 5.16? 0° 


| -8.13.160°+ (160 -+ 3) Y(3?-+ 320°)? 


(15.) 
und | 
bit 16’bdy’ = 3*— 1603° + 3.160°3°+5.16° 0° 


{ —8,13.160* — | 160 —z)Y( 2 32°». 
Setzt man nun: 


(16. ) 


- 80° — 5’ 
ar) su - 
so gehen (15.) und (16.) über in: 
80° 
ax = —-(s+0)(s— 20)”, 
s 
80° i 
(18.) by = =“ (s— 0) (s+20)', 
80° — s’ 


Z Es 
\ Ss 


(18.) ist die Gleichung der Doppeleurve, aber noch nicht in rationaler Form. 
Um diese zu erhalten, setze man: 


‚#1! 
( } » ; . 
(19) s=Jd RI; 
Dann geht (18.) über in: 
28V öl’ + Pr — Art 


lar = . ; 
rl(r! +19) 


In 28Vö(r? — Pr! -4Ar’ 4-19 
(20) (lby = 7 +) 

ö{32r!1! — (r! +1)? 
a 2r’P(r!+1®) 
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Hieraus erhält man mit Anwendung homogener Coordinaten: 
Yaz = 28V (+ (rt Ar +Mrl, 
21.) Yby — VI — Pr + P+Mrt, 
23 = 0 ar (++), 
\ t=erl(r+P). 


Für die abwickelbare reciproke Polarfläche dieser Doppeleurve erhält man: 





E = — Valr—Ar +) +R), 
n = —Vb(r+4r + (r—P), 
= 8yörr, 

I = 120 Yd (Hr. 
Um die Reciprocität von (21.) und (22.) nachzuweisen, empfiehlt es sich der 
Einfachheit der dabei auftretenden Rechnungen wegen, statt aus (21.) die 
Gleichungen (22.) abzuleiten, umgekehrt von (22.) auszugehen und zu 
zeigen, dass man reciprok zu (21.) gelangt. Ich übergehe der Kürze halber 
diese Rechnungen. 

Während man aus (21.) das bereits bekannte Resultat wiedererkennt, 
dass die Doppeleurve von der zwölften Ordnung ist, erhält man aus (22.), 
dass ihre Älasse 6 beträgt. Diese beiden Zahlen und das Geschlecht Null 
genügen, um die anderen für die Doppeleurve charakteristischen Zahlen 
zu finden. 

Bezeichnet man nämlich mit Herrn Salmon *) durch m die Anzahl 
der Schnittpunkte einer beliebigen Ebene mit einer Raumeurve (Ordnung 
der Curve); mit A die Anzahl der Geraden, die durch einen beliebigen Punkt 
gelegt, die Curve zweimal treffen (Anzahl der scheinbaren und wirklichen 
Doppelpunkte zusammen); durch r die Zahl der Tangenten, die sich dureh 
eine beliebige Gerade an die Curve legen lassen (Rang der Curve); dureh 
n die Zahl der durch einen Punkt gehenden Schmiegungsebenen (Klasse 
der Curve); durch p die halbe Anzahl, beziehungsweise die grösste darin 
enthaltene Zahl der Perioden derjenigen Transcendenten, auf welche die 
Zugrundelegung der Gleichung der Curve führt (Geschlecht der Curve): 
durch g die Zahl der Durchschnitte zweier Schmiegungsebenen, welche in 
einer beliebigen Ebene liegen; durch x die Zahl der Schnittpunkte zweier 


*) Vergl. Clebsch dieses Journal Bd. 64 p. 99. 
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Tangenten auf einer beliebigen Ebene; durch y die Zahl der Ebenen, die 
dureh einen beliebigen Punkt gelegt, zwei Tangenten der Curve enthalten: 
durch @ die Zahl der Wendungsberührebenen; durch 3 die Anzahl der Rück- 
kehrpunkte; durch £ die Anzahl der wirklichen Doppelpunkte, durch 7 die 
Anzahl der scheinbaren, so erhält man für diejenigen Raumeurven, für die 
p= ist, sowohl durch directe Ableitung, als aus den Salmon-Plückerschen 
Formeln die folgenden Relationen: 


nan: 
h=t+t, 
2(hk+P) = (m—1l)(m—2), 
n=3(m—2)—2P, ed. 
a = 4(m—5)-9HP, 
r= 2(m—1l)—P. 
ı der Hierzu treten die für jedes p geltenden Formeln: 
die 2(y—h) = (r-m)(r+m—9 
| zu z-y=n-—m, 
Iber 2(g—h) = (n—m)(n+m—7). 
Die Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte f ist, wenn die Curve der voll- 
e> ständige Durchschnitt einer Fläche uten Grades mit einer vten Grades ist. 
Be wobei uvr=m sein muss, bestimmt durch: 
Null | 
kann 2 = uv(u-1)(v—1). 
Wegen u=4, v=3, m=ur=12, n=6 erhält man aus den vorstehenden 
zahl Formeln die folgenden charakteristischen Zahlen der Doppeleurve: 
ung » =U, 
unkt »=12, r=W, 
hen 


=, g=W, 


urch h=43 v=O, 


urch i 
i=1, = ZU 
asse 
ların B=12, z=2. 
die Man erkennt sofort, dass die hier berechnete Anzahl der Doppelpunkte und 


.. hückkehrpunkte mit der früher direet abgeleiteten übereinstimmt. 
Die Anzahl dieser Punkte und ihre Werthe kann man auch aus der 


ein | ’ 
Darstellung (21.) der Doppelceurve ableiten. Für einen Doppelpunkt müssen 


veier 
Pier . . . r ° . 
nämlich zwei verschiedene Werthe von dieselben Werthe der Coordinaten 
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ergeben; und der Doppelpunkt geht in einen Rückkehrpunkt über, soball h 








» . 7 Ye 
diese zwei Werthe von ; 7usammenfallen. Sind daher # Doppelpunkte 


und 5 Rückkehrpunkte vorhanden, so erhält man für die Parameter der- 














selben eine Gleichung vom Grade 2(£+P), die die Form P.O=0 hat. 
0 ist vom Grade 27 und P ist vom Grade %. Jede Wurzel von P=0 
liefert einen Rückkehrpunkt; und je zwei Wurzeln von O = 0 ergeben einen 
und denselben Doppelpunkt. Für die Doppeleurve der Fläche der Centra 





erhält man: 
0= (++ - APP) HN = 0 
oder 


O-[r? (24V 3) P][r°+(2-VB) JH 3) Pr -2-V3) Per TR-5P] [Hr] 0 


und 

P=-(F+P)\r—- Pr +F-KY2rP)(rt+P-+MYV2rD) = 0. 
Die zwölf Wurzeln von P=0 liefern die zwölf angegebenen Rückkehr- 
punkte; die sieben in eckige Klammern eingeschlossenen Faetoren von 0 
ergeben die sieben Doppelpunkte, und zwar jedes Mal die beiden Wurzeln 
eines eingeklammerten quadratischen Factors denselben Doppelpunkt. 


$ 7. Aufstellung der zur Fläche der Centra receiproken polaren Fläche; ihre Singu- 
laritäten und die durch diese hervorgebrachte Klassenerniedrigung. 


Um die Klasse der Fläche der Centra sofort erkennen zu können, 
will ich jetzt diese Fläche in Ebenenecoordinaten darstellen, oder was dasselbe 
ist, ich will die Gleichung der zu ihr reeiproken polaren Fläche angeben. 
Seien &, n, &, 9 die Ebeneneoordinaten der Fläche der Centra, oder auch 
die Punkteoordinaten der polaren Fläche, so erhält man aus $ 1. III. den 
reciproken »atz: 

I. Die zur Fläche der Centra reciproke polare Fläche ist die En- 
veloppe der Paraboloidenschaar 
(av+4) „, (bv-A)’ 


1.) a "Sr Er 7 —2rv($v—ü) = 0. 
Aus (1.) folgt: 


2) lat HH HH +) = 0, 





und da wegen ]J. die reeiproke polare Fläche die Discriminante dieser 
quadratischen Form ist, so erhält man als ihre Gleichung *): 


*) Vergl. Cayley. Quarterly Journal of pure and applied Mathematics. vol. XI. p. 20. 
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1 im . -) ) = ) ) 6 f e* ’ ” 
(3) _ H(£,n7,5,9)= (+7 +C) — (af +bn— 20% wen Ale nee Fa 
3.) ab >39 'j3 >» mu % > | >‘ q h J . 


oder auch: 

4) H6&n,5,9N=Frla-b’-2IIbE Han) -2ab (HN) abi = 0. 
Je nachdem £, n, &, $ Ebenen- oder Punkteoordinaten bedeuten, stellt 4 = 0 
die Fläche der Centra oder deren reeiproke polare Fläche dar. Deshalb 
folgt aus (4.) sofort der Satz: 

ll. Die Fläche der ÜCentra ist von der vierten Klasse. 

In meiner Arbeit, welche ich als Beantwortung der für das Jahr 1874 
gestellten Preisfrage der philosophischen Facultät der Berliner Universität 
überreicht habe und welcher am 3. August 1874 der Preis zuerkannt 
wurde, bin ich von der Fläche H=0 ausgeganzen, und habe aus den für 
diese Fläche sich ergebenden Sätzen einen "Theil der hier für F=0 auf- 
vestellten vermöge des bekannten Prineipes der reeiproken Umkehrung ab- 
veleitet. Ich will diese für H=0 geltenden Sätze hier unterdrücken, da 
sie aus den für F=0 gegebenen sofort hervorgehen: nur die Singularitäten 
von (4.) will ich angeben, weil sie die Thhatsache erklären, dass die Fläche 
der Centra für das elliptische und hyperbolische Paraboloid von der 
neunten Ordnung wird, während die Fläche der Uentra für die anderen 
Flächen zweiten Grades bis zur zwölften Ordnung steigt. 


Aus (3.) folgt, dass die vier Durchschnittspunkte von 


-') a "m 


| &+n-+C ), 

(2.) az -br’ — 219 — (), 
er 

bZ’-an ') 


vier imaginäre Doppelpunkte der Polarfläche sind. Ebenso liefern die 
beiden Punkte: 
6), 2=9, 15=0 9=0 
und 
7) 8=0, I=0 9=0 


zwei reelle Doppelpunkte, und endlich ist 


(8.) Ey) eV, =0 


l 


4 


ein dreifacher Punkt. Den vier Punkten (5.) entsprechen reciprok die vier 
singulären Tangentialebenen zweiter Art: den beiden Punkten (6.) und (7.) 
die zwei singulären Tangentialebenen erster Art; dem Punkte (8.) schliesslich 


die unendlich entfernte Ebene. Mit den angegebenen Punkten sind die 
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Singularitäten der Polarfläche erschöpft. Man erhält also den Satz: - 


III. Die zur Fläche der Centra reciproke Polarfläche ist eine Fläche 
vierten Grades mit einem dreifachen Punkte und sechs Doppelpunkten. 
Stellt man für die sechs Doppelpunkte (5.), (6.), (7.) die zugehörigen 








Ösculationskegel auf, so erkennt man, dass diese irreductible Kegel zweiten 
Grades sind, während schon aus der Form von (4.) folgt, dass der Oseu- 
lationskegel dritten Grades für den dreifachen Punkt in die drei Ebenen: 


‚Yas+tilbn —(, 
(9) Yae-i] F; Mi 0. 
I C u () 


zerfällt. Nennt man einen solchen Punkt einen friplanaren, so erhält man 
den Satz: 

IV. Der dreifache Punkt der Polarfläche ist ein triplanarer; die sechs 
Doppelpunkte dagegen haben irreductible Osculationskegel zweiten Grades. 

Durch den Besitz eines dreifachen Punktes zeichnet sich die Polar- 
fläche der Fläche der ÜUentra für die Paraboloide vor der entsprechenden 
Fläche des Ellipsoides (oder Hyperboloides) aus. 

Die Gleichung der Polarfläche der Fläche der Gentra für ein Ellipsoid 
lautet nämlich ”): 


4 


/ ’E n Na 2.2 2) 22 27 2 N? 
wenn das zu Grunde gelegte Eilipsoid die Form 
PR Ir | Rn DT | 
zı ö yı 3 & 
5 e . Y Y ie sJ 2 2 et . ) 
a b’ 6" 


hat. Aus /10.) erkennt man sofort, dass diese Fläche keinen dreifachen 
Punkt besitzt, wohl aber zwölf Doppelpunkte, nämlich die vier Punkte: 


11 i \ & — 0, N nn Ö, C ei v), E => VÖ, Ce En VD. I un ). 
\ Li. | N nn — VD, “ == 0, vi zu Ö, & m Ö, N mn V), v, un 0) 


und die acht Durchschnittspunkte der drei Flächen zweiten Grades: 


&° n 5 
| —_1ı _—- - + — =VU\, 
a” + b’ 4 c° 


(12.) 2 „m 
\ 


a a 


++ =0. 


| 


*) Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. des Raumes Bd. I. art. 199 p. 229. 
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Diese Verschiedenheiten in den Singularitäten der beiden Flächen 


'10.) und (4.) bringen verschiedene Klassenerniedrigungen hervor; oder mit 
anderen Worten, diese Singularitäten sind es, welche bewirken, dass die 
Fläche der Centra für die beiden Paraboloide vom neunten, für eine andere 
Fläche zweiten Grades dagegen vom zwölften Grade wird. Dies will ich 
im Folgenden zeigen. 

Bekanntlich versteht man unter der Klasse einer Fläche die Zahl, 
welche angiebt, wieviel Tangentialebenen man durch eine beliebig ange- 
nommene Gerade an die Fläche legen kann. Nimmt man auf dieser Ge- 
raden zwei willkürliche Punkte an, deren homogene Coordinaten A,, ya w de; 
l,, Ur, Uy, U, Sein mögen und bildet ihre Polarflächen 1=0 und M=V0, 
so ist die Anzahl der Durchschnittspunkte dieser beiden Flächen - Pr 
ursprünglichen Fläche die Klasse der letzteren: und zwar sind die er- 
wähnten Durchschnittspunkte die Berührungspunkte der 'Tangentialebenen, 
welche durch die willkürlich angenommene Gerade gehen. Fallen daher 
in diesen Durchschnittspunkten mehrere Punkte zusammen, so redueirt sich 
die Klasse der Fläche. Diese Reduetion will ich für H= 0 bestimmen. 

Stellt man zuvörderst die beiden Polarflächen auf, so erhält man: 


a HE, [og 
oE 7 on 3 oE I 4 04 on . 

oH OH oH oH 
M=u, — + WB H+u4c =). 
H 1 0E a: 5 y4 on + 3 oL z + 03 ) 


Hebt man nun in 4=0 und M=0 die Homogeneität auf, indem man 9 = ] 
setzt, und berechnet die drei Determinanten: 
oA 0M 0A 0M 


© N oL 0% on 


- 


ete, 


welche den Richtungscosinussen der Tangente an die Raumeurve A=V%, 
M=0 proportional sind, so findet man leicht, dass sie nicht alle drei für 
die sechs Doppelpunkte (5.), (6.). (7.) verschwinden. Daraus folgt, dass 
die sechs Doppelpunkte von H=0 für die Raumeurve 1=0, M—0 keine 
singulären Punkte sind. Aber, weil sie Doppelpunkte von H=0 waren, 
so liegen in jedem von ihnen 2.1=2 Punkte vereinigt. In den sechs 
Doppelpunkten befinden sich also 6.2 12 Schnittpunkte aus der Reihe 
der 4.3.3 — 36 Durchschnittspunkte von H=0, A=0, M=0; es bleiben 
demnach noch 36— 6.2 = 24 Schnittpunkte übrig. Der triplanare Punkt (8.) 
ist für die Curve A=0, M=0 ein vierfacher Punkt: da er aber fir die 
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ee) — 14 


punkten von H=0, A=0, M=0 sein. Da dieser Punkt aber ein tripla- 


Fläche H=0 ein dreifacher ist, so müsste er äquivalent 4.3 = 12 Schnitt- 


narer ist, und in Folge dessen die drei Durehschnittskanten seiner drei 
Ebenen (9.), in welche sein Öseulationskegel zerfällt, drei von den vie; 
Tangenten in dem vierfachen Punkte von A=0 und M=0 sind, so is: 
für jede dieser drei Tangenten zu der Zahl zwölf noch eins zu addiren. 
weil die Fläche 4=0 und die Curve 1=0, M=0( jedesmal auch noch 
den in der Riehtung ihrer gemeinschaftlichen Tangente unendlich naheı 
Punkt mit einander gemein haben. Daher ist die schliessliche Reduetion. 
die durch den triplanaren Punkt hervorgebracht wird, 12+13=15. Die 
Klasse der receiproken Polarfläche ist also 24—15=%; und dies ist also 
die Ordnung der Fläche der Uentra für das Paraboloid, wie wir dies bereits 
in 1. $. I und in S. 3 gefunden haben. 

Die der Fläche H=0 entsprechende Fläche (10.) für das Ellipsoid 
hatte zwölf Doppelpunkte, und eine genauere, hier zu übergehende, Unter- 
suchung zeigt, dass ihre Osculationskegel irreduetibel sind. Jeder dieser 
Doppelpunkte redueirt die Klasse daher um zwei; alle zwölf folglich um 24. 
Die Klasse von (10.) oder die Ordnung der Fläche der Centra für das 
Ellipsoid beträgt demnach 36—2.12 = 12, wie auch sonst bekannt ist. 

Für die Fläche 4=0 ist (22.) $. 6 nichts Anderes, als die durch 
die Doppeltangentialebenen erzeugte abwickelbare Fläche; wegen (22.) is: 
die Ordnung derselben sechs und wegen (21.) die Klasse zwölf. 

Berlin, den 26. Mai 1875. 
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Ueber die allgemeinsten Beziehungen zwischen 
hyperelliptischen Integralen. 


(Von Herrn Königsberger in Dresden.) 


Einleitung. 


Bevor ich auf die Untersuchung der allgemeinen Beziehungen 
zwischen hyperelliptischen Integralen und die Reduetion des allgemeinen 
algebraischen 'Transformationsproblems auf das rationale näher eingehe, 
muss ich das Wichtigste aus der T'heorie der hyperelliptischen Integrale 
wenigstens in seinen Resultaten vorausschieken und will mich darauf be- 
schränken, zur Herleitung derselben auf die letzten sieben Vorlesungen des 
ersten Bandes meiner „Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Funetionen“ zu verweisen, in denen lediglich Methoden zur Anwendung xe- 
kommen sind, welche sich auf die höheren Functionskiassen ausdehnen lassen. 

Nennt man ein hyperelliptisches Integral erster Gattung ein solches, 
welehes für keinen Punkt der zu der Irrationalität 


WIR / . 1 rag 
YR(z2) = VA(3—0,)(3—)...(2— %,,;ı) 


schörigen  Riemannschen 


Fläche, welche in bei- << 
stehender Figur in bekann- \ N 
ter Weise durch Quer- %/ \ ec 


schnitte in eine einfach zu- 
sammenhängende zerlegt 
worden ist, unendlich wird, 
zweiter Gattung ein solches, 
welches nur in einem Punkte 
derselben algebraisch von 
der ersten Ordnung unend- 
lich ist, endlich ein hyper- 
elliptisches Integral drit- 
ter Gattung ein solches, ie 
welches für zwei beliebig gewählte Punkte der Riemannschen Fläche z, und z; 
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logarithmisch unendlich wird und zwar so, dass, wenn das Integral in 3=z 
unendlich wird wie 


l 
Alog(3—3,) 
und n 3=2z, wie 
Blog (3— 2,), 
zwischen den Coefficienten die Beziehung besteht 


A+B = 0, 


- 


welche die nothwendige für die Existenz eines hyperelliptischen Integral: 
ist, so ist die Form des allgemeinsten hyperelliptischen Integrals erster 
Gattung 


 _ [Hr + tr tn 
I) = /- ES da, 


worin @,, @,, @p, ... a,_, von einander unabhängige, willkürliche Constanten 
bedeuten, desjenigen zweiter Gattung 


R'(z,) 


Sl... sreseo tere 

1 28 R(z )? 
a) u En in E ° ei” 
PAR TEN „ L@—3) (3— 3,)’YR(%) ii 


worin &, die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem der Un- 


stetigkeitspunkt auf dem einen oder anderen Blatte liegt, und endlich des- 
jenigen dritter Gattung 




















His) = Mr (3—3,)(®—2,) ‚ ee — [da+J(z) 
—M [ | Rai +sRG@)% _ Rot+sRGWT da _ 
4 s—2, 2 —2, VR( 
Setzt man in dem letzten 
M —_ — 5 Z, 


so sind die Coefficienten der logarithmischen Glieder die positive und nega- 
tive Einheit, und in diesem Falle wird das Integral ein hyperelliptisches 
Hauptintegral dritter Gattung genannt, und man zeigt leicht, 

dass sich das allgemeine hyperelliptische Integral zweiter Gattung mit dem Dis- 
continuitätspunkte erster Ordnung z,, von einem Integrale erster Gattung ab- 
gesehen, als das Product einer Constanten in den nach 2, genommenen Diffe- 
rentialquotienten eines hyperelliptischen Hauptintegrals dritter Gattung darstellen 
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lüsst, dessen zweiter logarithmischer Unstetigkeitspunkt ein völlig willkür- 
licher ist. 

Nach den in der dreizehnten Vorlesung meiner 'T'heorie der elliptischen 
Funetionen ausführlich behandelten Methoden folgt ferner, dass, wenn ein 
Hauptintegral dritter Gattung, welches in z, und 2, logarithmisch unendlich 
wird, mit 

H(z, 2, 2) 
bezeichnet wird, jedes hyperelliptische Integral, welches in einem Punkte 
z,. welcher kein Verzweigungspunkt sein soll, von der Art unendlich wird, wie 
(.)  A,log(z—21)+B, (3-2) "+0, (2-2) "++ K,(2—3,) 
im Punkte z, wie die Funetion 
— A,log (z—3;), 

im Uebrigen stets endlich ist, sieh als ein mit eonstanten Coeffieienten aus 
einem ersten Integrale, der Function H(z,z,,3,) und deren Derivirten bis 
zur kten Ordnung nach dem Unstetigkeitspunkte z, additiv gebildeter linearer 
Ausdruck ergiebt, dessen Coeffieienten mit Ausnahme desjenigen des Inte- 
orals erster Gattung durch die gegebene Form («.) fest bestimmt sind. 

Soll endlich ein hyperelliptisches Integral bestimmt werden, welches 
im Punkte z, wie 

A,log(3—2,)+B,(3—-3)"+0,(—- 2)" + +Kı(2— 2.) 
ım Punkte z, wie 


A,log(3—-3,)+B, (3-2) + 02-2)" +4 


i 
= 
N 
[A 
] 
| 
| 


u. s. w., endlich im Punkte z, wie 


A,log(3—2,)+B,(2- 2,)"+0,(3—23,) +" +K,(2—3,)"" 


unendlich, im Uebrigen stets endlich sein soll, wenn nur die Bedingung 
erfüllt wird, dass 
At+At+A, = 0, 

so wird dasselbe durch 

AthttJ, 
dargestellt sein, wenn J, in z, so unendlich wird, wie das gesuchte Integral 
dort unendlich sein soll, in einem beliebigen aber bestimmten andern Punkte 
a dagegen wie 

— A,log(z—a), 
F in z, so unendlich wie das gesuchte Integral und in demselben 
25* 
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Punkte a wie 

— A,log(z—a), 
u. s. w., endlich J, in z, so unendlich wie gefordert, aber in a wie 

— A,log (2 —a). 

Aehnlich, wie ich es für elliptische Funetionen gethan, lässt sich nun 
zeigen, dass es stels ein zu einer bestimmten doppelblättrigen Riemannschen 
Fläche mit 2p+1 Verzweigungspunkten gehöriges, von dem willkürlichen aber 
bestimmten Werthe z, ausgehendes hyperelliptisches Integral giebt und nur ein 
solches, welches in v beliebig gewählten Punkten Unstetigkeiten der Form hat 

A,.log(2—2,)+B.(2— 2.) + 0.(3—-23,) +" +K,(3—-2,) Ku 


) 


2 
worin @—=1, 2, ... v zu setzen ist, für welches 

A,+ 4A» +...4+4, — () 
angenommen wird, und für welches ferner die reellen 'T'heile der Perio- 
dieitätsmoduln an den 2p Querschnitten der in eine einfach zusammenhängende 
Fläche verwandelten Riemannschen Fläche für YR(z) oder p dieser Perio- 
dieitätsmoduln selbst (entweder an allen a, oder an allen 5b, Quersehnitten) 
vegebene Werthe haben, und dieses hyperelliptische Integral ist die einzige 
Funetion überhaupt, welche diesen Bedingungen genügt; es ist dies das 
Dirichletsche Prinzip für diese Klasse von Flächen. 

Was ferner die Reduetion des allgemeinen hyperelliptischen Integrals 
auf die Integrale von drei festen Gattungen angeht, so lässt sich mit Hülfe 
der von Herrn Weierstrass für elliptische Integrale angewandten Bezeich- 
nungen die Beziehung entwickeln *) 


Fa) GC YR(z,)ds C,YR(z,)ds 
YR(z) 3—23,)V/R(z) (2 - 3,)YR(z) 
m, Ir 5 Kr-V)zr dz 
VR(z | VR(z) | VR(z) 
ko)zpIdzs , kietlDgp—2dz Me Dds 
Er ; 
YR(z YR(z) YR(z) 
d 
| fiz)IRix2)\daz, 
dz 
worin 
PHP+HO-ND  = Mm, 
HH =, 


Ka)+hR@) ++) hie) = fie), 


 *) leh verweise auf meinen Aufsatz: Ueber die Reibenentwicklung der hyper- 
elliptischen Integrale (Mathematische Annalen von Clebsch und Neumann Bd. IX. H. 4.). 
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ferner 
| F(t) | ig 
YR(d It — 2,)"" Pr 
1” | F(t) "F,(O dt | 5 
u YROY YRO I 

















| FÜ [£FOd 


| VR(D)Y VvRÜ) (d—z 


wenn v —=(, 1. 2, ... p-1l, 
5" 


| FO (F(Odi 
VRR): VRR 


Re 


— ho), F(t) I (tdi 70) 
3)! Kor VR(t) j 


wenn v=p, p+1, ... 2p—1, 
r F@ fi dt pa), [re [ dr ste 
| VRR) -z)VR(t) ug k alkıe | YvRO)J/ (—2)YR() E. Bi 


endlich. wenn 
R(z2) = Az”?''+B,2”+B,2?"+ + +B,_,12+B,, 
vesetzt wird. 
F,(t) a AP a BP. P- e H 
2p—v—2 Yp—v— 
+ BI B,_,t+ 7 B,_, 


ist, aus welchen Formen sich Kriterien für die Existenz der Integrale der 


Be’ +- 


verschiedenen Gattungen aus der Form der Funetion F(z) herleiten lassen. 

Aus der in den Nachrichten der Göttinger Societät im April dieses 
Jahres veröffentlichten allgemeinsten Relation zwischen den Periodieitäts- 
moduln zweier hyperelliptischen Integrale derselben Ordnung hebe ich nur 
den im Folgenden zur Anwendung kommenden speciellen Fall heraus, in 
dem diese Integrale hyperelliptische Integrale dritter Gattung bedeuten, die 
wir mit 

Il(2z,2,.2) und I/(2,6,..C 
bezeichnen wollen. wobei wir annehmen, dass das Werthsystem z,, z, von 
C,, & verschieden ist, und diese vier Punkte nicht Verzweigungspunkte sind: 
dann geht, wenn 
Ru ee Wa 
die Coetfieienten der logarithmischen Unstetigkeitsglieder sind, und die 
Periodieitätsmoduln jener beiden Integrale an dem a, und 5, Querschnitte mit 
P,, P,, ’ I, ’ IT, 


bezeichnet werden, die dort gegebene Relation in die folgende über 


I 4 . f = “\ 6 
a, (P, TI, —-P,M,) = A dl (z A f dll(z, 2,,2.). 
ri 1 “y &; ’ “z „ -i . - ‚-; l 2 
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Lässt man nunmehr die beiden Integrale dritter Gattung zu Haupt- 
integxralen werden, die wir mit 
H(2,2,,2) und H(z,{,,&), 
und deren Perioden wir mit 


a a 


k? k 3 
bezeichnen wollen, so geht die obige Beziehung in 
%, 2 »23 s ‘ 1 p / ! ] 
F; dH(2, 2,. 2) dH(z,&.,%) = % 3,(H, H, —H, H, ) 
. 1 ’ ; y’ 


‚ua 


über, oder wenn diese Hauptintegrale durch Hinzufügen von Integralen 
erster Gattung zu solchen Hauptintegralen gemacht werden, deren Perio- 
dieitätsmoduln an den a-Querschnitten verschwinden *), und für welche wir 
dieselbe Bezeichnung beibehalten, in 


Sal, 2,3) = f dH(s,t,0)) 


wonach sich ein solches Hauptintegral nicht ändert, wenn die Grenzen und 
Unstetigkeitspunkte vertauscht werden. 

Endlich mag noch die Form des Abelschen 'T'heorems bemerkt 
werden, wie ich dasselbe in der 21. Vorlesung für elliptische Integrale auf- 
vestellt habe. Wird der Grad von p mit m bezeichnet, und nehmen wir 
an, dass q höchstens vom (m—p-—1)!er Grade ist, so mögen die Lösungen 
der Gleichung 

P-qgR(z) = 0 
mit 3). 23, +. 22, bezeichnet werden, während die zugehörigen Werthe der 
Irrationalität durch 


*) Die bei der Bestimmung der constanten Factoren der Integrale erster Gattung 
eintretende Periodendeterminante kann nicht verschwinden, da sich sonst ein Integral 
erster Gattung bestimmen lassen würde, für welches alle an den a-Querschnitten statt- 


{indenden Sprünge verschwinden, und dass dies nicht möglich, folgt aus der Un- 
gleichheit 


3,(a,ö,— B,y,) > 0, 

1 : 
in welcher 

+yıt und PA; di 
die an den a,- und b;- Querschnitten in den in der Figur angegebenen Richtungen 
stattfindenden Stetigkeitssprünge eines beliebigen Integrals erster Gattung bedeuten. 
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bestimmt werden sollen; seien ferner 2,, 23, ... 23, die Lösungen der Gleichung 
Pı ı-qR(z 3) == 0 
mit den zugehörigen Irrationalitäten 


RG) = 
gi 


so wird für das allgemeine hyperelliptische Integral J(2, e,, &,... e,), welches 
in e, unendlich wird, wie 
A,log(—c,)+B,(2- a)" +0,(2— 6) "+++ M (a-0)"", 
in c, wie 
A,log(2—c,)+B; (3-6) "+ C,(2— 6)” ET HM; ( 2 — 6)” 
u. 8. w., endlich in ce, wie 
A,log(3—c,)+B,(2—c,)"+0,(3—c,) "+ "+ M,(2-e,), 


das Abelsche T'heorem die Form annehmen 


pn 3 . (69) - (Co) &o VR( Co 
3,/ "dJl2, c1,&,...6,) = Z „A,log | Een 1) 
z P, (C)—4, (,)&, /R( (€) 
[04 
v l (e.)—oalc NE VR(c,) 
y #- ie Pi —g4este” e/ | 
a Ian p,(c) — (60) & VR(ec,) 
ä A EL 27 2 all 00 N pP (C,) — - q(e,)E o VR (6,) — 11 
91 E 5 Ip (Co > q. (6,)&,V/ R (C,) 
5 __M DE 
vn MEER —_ - 08 ) 
ı® 1.2....m,—1) de? tp,Ce,)- u Al C)E,V RC 7 


worin der Werth der zu den einzelnen z-Werthen gehörigen Irrationalitäten 
fest bestimmt ist, eine Beziehung, die für Hauptintegrale dritter Gattung in 


Im n c 5 \ 7 (p \ f \ ea (pr \ £ V f 2 
Eu “dH(z, Cı,.6©) : log \ e 1 s JE Ale) . ne 1: 63 2 ut ! 
N er p( (c, — q( oe, )&,V R (€,) p,( c,) —g, (c, )E, YR (ce, ) ) 


a 


übergeht, in welcher Form wir dieselbe nachher brauchen werden. 


Reduetion des algebraischen Transformationsproblems auf das rationale. 
Das Additionstheorem der hyperelliptischen Integrale zeigt, dass einer 
transcendenten Beziehung, hier einer additiven Verbindung gleichartiger hyper- 
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elliptischer Integrale, eine algebraische Beziehung zwischen den oberen und 
unteren Grenzen jener Integrale entsprechen kann; es sollen nunmehr all- 
semein die Bedingungen dafür untersucht werden, dass für eine additive 
Verbindung gleichartiger und ungleiehartiger hyperelliptischer Integrale ver- 


schiedener Ordnung, elliptischer Integrale, algebraischer Funectionen der In- 
tegralgrenzen und Logarıthmen von algebraischen Funetionen dieser Grössen 
| 5 
: 3.) 
algebraische Beziehungen zwischen den Grenzen der Integrale bestehen. 
Setzen wir 
\ Mar (3) = (3 — a ’)(3 — a) ...(3— 088) 1), 
(1.) | Ri’ (2) = (3 - Pi) —- PP)...(3— PR) ,) 
\ 
und verstehen weiter unter 
n, woi 
F(z,VR(z)) 
eine rationale Function von z und YR(z), so sei die zwischen den hyper 
elliptischen Integralen bestehende Relation alg 
zii) h (a) i | 
2m -I vi / Y 2) i > Ya Aa } 
/ Fi RD )ds: fr +10) .1(2; VRya))dsrif U .Ks, YR&)., 2 2 
2), l N / 5, ne 2(") | ojel 
p- ni )— ) ih / oO 
-f >! ,..(2;V.Rß def" PR (8, VRO (@))dar+f IR (2, RO) (2) 
sl) (2) . ı=(r) \@.) 
-/ ’ Fi’ (z, YRS” (z))dz f * F3” (z, YRY (z)) da fr ’ Fi’ (z,VRY’ (2) 
A, log vn. A, logo; „3. A, loge ratı 
worin 
2 ® U; v, . 
\ sin 
algebraische Funetionen von 
z(!) „( z() .2\ ’ 2), ‘ 20) 
und 
ur Be 
Uonstanten bedeuten; wir nehmen an, dass zwischen den z-Grössen so viel 
algebraische Beziehungen stattfinden, dass nur 
(1) (a) (1) (b 1 (. 
294 1 ++ 35 p+ 1» Zip en 2), -2h +1* .. 23,2, +1 
von einander unabhängig bleiben und bringen dann die obige Gleichung auf wo 


die Form 
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(1) z(2) \ 
$: HR (2, YRD, (2))da-+.---- ERREE Hf ?+! 99.1 (2, VYR%) ı(3)) da 


ml (1) 2z(’) 
we >, Fi) ‚(z, YRS) (z))dz + non nonuneee +" ie 2 (2, YR\ 2p— (2 ‚)dz 


0) (14) 
"VB, f / 4 ee +1 ] f 
W. FH 241 (2 VB) 2441 (2)) ds 4 + F%’ 2412, VRY_ 241 (2) 


(+1) 2,(6) 
— !h+-1 DHMo-+)] ( Br p— + pr f* \ 
= -/° !p hıı (8, REM). @))da—-—/ : Fi ar(3, YRi‘ +19) 
= « 


z(l) j i (7) | 
/ E FE@,VRD(G))ds— nf ' Fi’ (z, YRY? (2)) da 
\ 4- a+ A, logo, + so.lone beein nnsn ns den + A, love, £ 


worin 


1) „(k) „187 73 4 “ 
2), 2A+1% nr . “2p—?h+13 . 0. 6% wm“ . .. “3 9 uU, Ö,, Ü). . . . Ü, 


algebraische Funetionen der oben bezeichneten unabhängigen Variablen sind. 
Ks ist leicht zu sehen, dass es eine algebraische Funetion der Grössen 
(1) „(b) (1) z, 7) 


(1) 
Dip+1y oe ev 30413 33, 1s . 0. “2p—1, raR I vB, 


2p— 21h | » . * . Sp! | 


sjebt, so beschaffen, dass 


(„+1) „(k) „(1) (r) 
) Byn—2h 4-19 . . . 22 ao . . . =; “ 23 “ 
| 2 FAU 1 i r)/_(r 
\@.) | YReH).. rl 5 N ss RE, h-t de 2 4 1 } u 08 } R% | z\ \. ...% } R‘! z 3} \, 
mE TE Vo 1 


rationale Funetionen von 


t, WER oo. 2 Y+ls YR%,), (2241); rs ‚(29 2% +1) 


2p— 2 


sind: denn bildet man 


l „(+1 \ at 
t nn AR art EP PRTTErTeTTT = RR. E 

+ ” . “ . . » * * * * * * * “ “ [2 
! 1 | f 
per onen RE RE RR +aY 2, 

J s 

J a+1 I ) (k) / (k „(Kk) 

(4. ) \ + b\ p—? h 4 ‚V RS; 4 ii +1 (ut), 1 ) EBLtIrr ES b);, 27-1 ‚) R 244 hi u) 2Aa+1 


- . . * * * . . * ” . * * 


+ b\ ıYRW( I) + N + by | RY: av’) 


y® 


worin die a, b, ce, d allgemeine Constanten sind, so kann man diese Grösse 


als lineare Function der Lösungen einer algebraischen Gleichung auffassen, 
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deren (oeffiecienten rationale Funetionen von 


| ii) 


{ - 
\* SIn-L1s Be 22-119 = 


() id} „(1) (17) 


a en 
sind. und die man erhält, wenn man alle die algebraischen Gleichungen mit 
einander multiplieirt, deren Lösungen die Grössen («.) sind, welche als 
aleebraische Funetionen der Grössen (/.) vorausgesetzt wurden. Bildet man 
nun eine Reihe anderer linearer Funetionen von der Form (4.), so kann 
man bekamntlich alle diese rationalen ähnlichen Funetionen rational durch 


\ (1) „(«) „(1) „(b) „(1) (9) 
\y° ) =), ij ve. 22 11 2 )n— u Wen “2» a an 22,- ar+17 **° SI! +19 t 


ausdrücken, und wenn man somit soviel lineare Ausdrücke herstellt als die 
Anzahl der Grössen («.) beträgt, so wird man mit Hülfe dieser linearen 
Gleichungen jede einzelne dieser Grössen rational durch die Grössen ( 


Y. 
ausdrücken können. Man denke sich ferner die die algebraische Function { 
definirende Gleichung, welche aus der Form der Grösse t nach (4.) be- 
kanntlich dureh Permutation aller der Lösungen der oben gebildeten alge- 
braischen Gleichung, deren Lösungen auch die Grössen («.) sind, leicht 
hergestellt werden kann, in Faetoren zerlegt, deren Coeffieienten nieht bloss 


vational die Grössen (P.) sondern auch die dazu gehörigen Irrationalitäten 


\ / \ E: ie Pr, ' TET En IT s . q a; 
(d. } } Ri: \ 3, 1 \, ... } Ri } (2254 1 )s ... } Ri’ 2 1 (22 i u)» ... } RW) ,, ' 1 (30 4 ) 


2p—2} 
enthalten dürfen, und den irreduetiblen Factor herausgewählt und gleich 
Null gesetzt, der ? zu einer seiner Lösungen hat 
(D.) V 0, 

so dass £ nieht mehr die Lösung einer Gleichung niederen Grades sein kann, 
deren Coeffieienten ebenfalls rational aus den Grössen (P.) und (d.) zu- 
sammengesetzt sind. Differentürt man nunmehr die Gleichung (2.) total, 
indem man die Grössen (P.) als unabhängige Variablen betrachtet, so wird 
man eine Gleichung von der Form 


b. PS | 1 dz;, f ter P%? ‚da‘o), t++P7 2a+1 d2‘,\_2,, t+P%) 2a +1 dz;' 24 +1 = ( 


erhalten, in welcher nach dem Obigen die Grössen P als rationale Funetionen 
der Grössen (y.) und (d.) betrachtet werden dürfen, und es wird sich als 
unmittelbare Folge von (5.) 


PDı=0, ..: Pd 2 Pe. Put 


2p—?h+1 
ergeben. Da nun die einzelnen Gleichungen in (7.) als Gleichungen in t 
anfgefasst werden dürfen, deren Coeffieienten rationale Funetionen der 
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Grössen (.) und (d.) sind, und die Gleichung (4.) irreduetibel war. 


sämmtliche Lösungen der Gleichung (5.), welehe wir jetzt mit 


fh, . . . . l; 


bezeichnen wollen und unter welehen das frühere 
Da nun aber 


folgt, 


Gleichungen (7.) genügen, aus den Gleichungen (7 


ziehung (6.) unmittelbar so wird auch, wenn man die zu f, 


Werthe der Grössen («.) mit 
(@) (@) («) («) 
2.41 „(k) „(ı) „(r) 
\ er; . . 5 u} 24 ıs . f . we; Mr . . . =; 
| (@) (@) («) 


€, 9+1) {„(7+)) 
R'/ 2), KO — 
(«) (a) (a) 


Be re 


ı 


(@) 


’ 
+) 


Gleichung (3.) 
und wenn man daher die so entstehenden d Gleichungen 


bezeichnet, für diesen neuen Grössencomplex die 


miissen, 


die Beziehung folgen 


N 
) / pt 


(2, YRY)ı(2))dz + 'F2241(2, VRR, 


u) (9) 
) N] f N r 4 »., \ } Yın 2 \ f 
sh NFRBACREREEN 241% YRi)_a+1(3 )dz + I Tlrhbeiic A H/ 4 "Fi 4+1(2, YR2%\: | 2 )dz; 
' « e 
(@) (a) 
N 27 7+1) a j N ’z(k) Yen 
) =—5,/ at Tl, VRR S )dae——zE,/ PH) 2,1 (3, VYRD) 251.18 )dz 
l ® « 
. (a) 
‘ ".(r) | 
-E f® FO (z, VRÖ(z))ds — -3,/” FO (&,VR® (z))dz 
Il « f 
Od (a) (a) N («) 
+2, u +- A, 3 „108 ®, =. FETT PR FFTFPRHETT TTS ’ A, 2 „log v,. 
l 
Es ist klar, dass 
h) («) 
2,4 u 
l 
als symmetrische Function von 
t, ) b,, l3 , 
deren Coeffieienten rationale Funetionen der Grössen (?.) sind, sieh rational 


durch die Coefficienten der Gleichung (5.) ausdrücken lässt, 


{ mit enthalten ist. 
., die Be- 


eehörigen 


203 


so müssen 


den 


a) 
> [ „ik) ; 1 gi 1) { ie r) 
n R‘ 2 4-] ® Ip- 2 1 “ ... . R% ) 3; jy vo. | R % z\ “ 


. .* | 
oelten 


addırt. 


(3 ) dz 


deren Lösungen 


jene Grössen sind, und dass daher jene Summe eine rationale Funetion der 
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Grössen (2.) und (d.) sein wird: dasselbe gilt von den Grössen 


Da) © 
0.04: Ed 
Was nun die auf der rechten Seite der obigen Gleichung befindlichen 
Summen gleichartiger hyperelliptischer Integrale betrifft, so wollen wir die 
beiden Fälle unterscheiden, in denen in dem Ausdruck 
(@) 


L (m) | 
| vu 


2p— Ss 


d>>p-s oder d=_p-—s ist. Wenn das erstere der Fall, so lässt sich die 
Summe dieser Integrale mittels des in der Einleitung erwähnten Abelschen 
T'heorems in die Summe von p—s Integralen verwandeln, deren Grenzen 
die Lösungen einer Gleichung vom (p—s)!?" Grade sind, deren Coefficienten 
rational und symmetrisch aus den Grössen 


(a) . (a) 
(1) ‘ (m) „(m) \ 
24 und Ra (ar): 


also auch nach dem Obigen rational und symmetrisch aus den Grössen {f.) 


und 
6, I: Eu . fs; 


zusammengesetzt sind und sich daher vermöge der Gleichung (5.) rational 
durch die Grössen (?.) und (d.) ausdrücken lassen, während die zugehörigen 
Irrationalitäten mit Hülfe dieser Grössen rational mit den entsprechenden 
oberen Grenzen zusammenhängen. Ist dagegen Od p-—s, so kann man 
jedenfalls die Grössen 


_ (m) 


als Lösungen einer Gleichung des Jter Grades betrachten, deren Coef- 
fieienten rational und symmetrisch aus den Grössen (?.) und &, b.. ... & 
zusammengesetzt sind und sich daher wieder rational durch die Grössen 
3.) und (d.) ausdrücken lassen, während 

(«@) (u) 


32... und YAw,...(s®, 


p— 2s-H-1 
als ähnliche rationale Funetionen der Gleichung (5.) aufgefasst werden 
können, da jede Vertauschung der t-Lösungen eine gemeinsame Aenderung 
der beiden Grössen hervorbringt, und somit die zweite der beiden Grössen 
sich mit Hülte der Grössen (?.) und (d.) rational durch die erste ausdrücken 
lassen wird. In allen Fällen also (indem wir die Gleichung niederen Grades 
als eine höheren Grades mit verschwindenden Coefficienten betrachten) wird 
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sich je eine Summe der rechten Seite in eine Summe von p—s gleichartigen 
hyperelliptischen Integralen verwandeln lassen, deren Grenzen Lösungen 
einer Gleichung (p— s)ter Grades sind, deren Uoefficienten rational aus den 
Grössen (P.) und (d.) zusammengesetzt sind, und deren Irrationalitäten mit 
Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. Grenzen rational ausdrückbar 
sind. Es folgt somit, dass, wenn man die Gleichung (3.) dadureh befriedigen 
kann, dass die Grössen 


„(7+1) iR) „(1) (r) 


Sp — 24 + . . * “2p 2h-419 . . . 2 , . . . 3 Pr U. tl Il» . . . t N 


algebraische Funetionen der Grössen (?.) sind, man die Gleichung 


Kir. Ä a une: B 
of Hr) (2, YRY)ıla))da + +!) (2, VR%),(2)) da 


(1) (9) Ä 
“, j | ! =, .) iQ (d \ ! 
nn / ni P},. 77 ‚(z, } Ri. ‚(2))d2 +4 f ä _ en 7 (2, v4 > 2441 (2))dz 
(a) («) 
ph ’-(9+1) n } 1 Ph iA) k i 
. Fe ), g- } = .) ? 27 k “ k 
= Ef PH FH a VREEN@))ds — —Zaf HF... YRD,,(@))ds 
1 « a 1 % * 
(«) («) 
"ziı) MR Bu); ET 
3./ 3 F! (2, Y RR} (2))dz ae RM | 3 FY’ (z,Y RY (2))dz 
BTW B; @ 


+U-+B, log Yı+ B,log 4-4 Blog V, ’ 


in welcher die von der Addition der hyperelliptischen Integrale herrührenden 


t sind. und 


0 
2 


algebraisch-logarithmischen "Theile mit den « und e’ verein 
deren linke Seite das d-fache der linken Seite von (3.), deren rechte Seite 
dieselben hyperelliptischen Integrale nur für andere obere Grenzen enthält. 
dadureh muss befriedigen können, dass die zu je einer Summe gehöriren 
z-Werthe Lösungen von Gleichungen des durch die obere Grenze des Sum- 
mationszeichens gegebenen Grades sind, deren Coeffieienten rational aus 
den Grössen (P.) und (d.) zusammengesetzt sind, und dass die zugehörigen 
Irrationalitäten mit Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. z-Werthe 
rational ausdrückbar sind, während 
Be Ye Sau 
rationale Funetionen eben dieser Grössen sind. 
Wir können die Reduetion des Problems jedoch noch weiter führen. 
Zuerst ist nämlich ersichtlich, dass man von den unabhängigen Variablen 
z.!) ) 


(a „(9 
p+1} 2), “ Pr - 41 


(0) 


p+t} 


& 









ed 
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alle mit Ausnahme einer, z. B. z%),, den resp. unteren Grenzen gleichsetzen 
kann, so dass auf der linken Seite der Gleichung (9.) nur ein solches 
Integral stehen bleibt, und dass umgekehrt, wenn jedes der links stehenden 
Integrale sich in der verlangten Weise transformirt, die Zusammensetzung 
aller dieser Beziehungen eine Gleichung von der Form (9.) liefern wird 
wie aus dem Abelschen T'heorem hervorgeht, so dass wir die Untersuchung 
nur auf den Fall zu beschränken haben, dass 


(«) 


af HP (2, VRS), 1 (3))dz 
( 


r) 
= Gr PB Ugy-+N1) (+1) R 20) In ae: 
ze PER TE (2, } Ri 2% ‚(z))dz En Bi Rn ader (2, } RY) , 
I «a I e 
a) («) 
F) | N ur 
f 3./ >; Fi (z, YRY(z))dz TUT TEUER — 5, >3 Fy’(z, IR’ (z))dz 
l » l 
U'+ Blog Vi, + Blog Vi4 er... csnnnnn + B,log V, 


ist, worin die zu je einer Summe gehörigen {-Werthe Lösungen von Glei- 
chungen des durch die obere Grenze des Summationszeichens gegebenen 
(zrades sind, deren Coefficienten rational aus den Grössen 


„(N) RU (1) 
2, und YARS),(25),,) 
zusammengesetzt sind, und die Irrationalitäten sich mit Hülfe eben dieser 


Grössen rational durch die zugehörige S-Grösse ausdrücken lassen, während 
Be #6 sat: 
rationale Functionen eben dieser Grössen sind. 

Zur weiteren Behandlung des Transformationsproblems ist es nöthig. 
die Eigenschaften solcher Werthereihen näher kennen zu lernen, welche 
wir der Kürze halber, wenn A,(y) ein Polynom (2o-+1)ten Grades in y 
bedeutet, mit 

Yı» Yır +++ % 
YRıyı). YR,(y.). YR,(y,) 
bezeichnen und von denen wir voraussetzen, dass die erste dieser Reihen 
die Lösungen einer Gleichung des oter Grades vorstellt, deren Coefficien- 
ten rationale Funetionen von 
YRy,ı(3%),ı) 
sind, die wir hier der Kürze halber mit 


YR(z,) 


25,,, und 


3, und 


bezeichı 

eben die 

algebrai 
11.) 


in welel 


rationale 
Differen‘ 


worin J 
und in 


gesetzt 


(13.) 


Da nun 
‚k(z,) 


Gleichu 


sein 


YR(z,) 


ergiebt 


eine ra 
eration 
einen ı 
der rec 


vestelli 
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bezeichnen wollen, während die Glieder der zweiten keihe sich mit Hülfe 
eben dieser Grössen durch die resp. y rational ausdrücken lassen. Sei jene 
algebraische Gleichung 
11) y+fla,YRlz)y"+ +2, YR(z))y+f(2ı, VR(z,)) Ö. 
in welcher 
fi(z,YR(2), f(21,YR(z)), --- fl, YR(z,)) 
rationale Funetionen der in ihnen enthaltenen Grössen bedeuten, so folgt durel) 
Differentiation nach z,. indem man y successive %ı. Y%». »-. Y, gleichsetzt, 
\ 9 F(y,,2.,YR(z,))dz,, 
\ 2 uf . > Mr \ = 
(12.) dy: — F(y:,2,,YA(z, \dz,. 


\dy, "(Ys,21,V/R(z,))dz,. 


worin F eine rationale Funetion der in ihr enthaltenen Grössen bedeutet 
und in Folge dessen, wenn 


Ww+raytay + +a,.,y”' = f(y) 
sesetzt wird, 


13.) f(y.)dy, ı f(y.)dy, , .... Fyo)dy. 5 (ya) Fiya;, 3%, YR(z,)) 2 
(IV) - n ; — I z a - 21% 
YR(y) YR,(y,) YR,(ys) YR,(y.) 
Da nun der Voraussetzung nach YR,(y,) sich mit Hülfe der Grössen z, und 
ie) Y l 


YR(z,) rational durch y, ausdrücken lässt, so wird die rechte Seite der 
Gleichung (13.) eine rationale symmetrische Function von 


I rs 
sein und sich somit mit Hülfe von Gleichung (11.) rational durch z, und 
'Riz,) ausdrücken lassen, so dass sich 
AR f(y)dy, , f(y,)dy, (yo) dya Ä 
(14.) | a = ee — GG (2, YR(z,))daz, 
YRyı) Yk,(y,) YR,(yo 
ergiebt, worin 
plz, YR(z,)) 
eine rationale Funetion der in ihr enthaltenen Grössen bedeutet. Die Inte- 
gration der linken Seite wird nur Integrale erster Gattung liefern, also nie 


einen unendlich grossen Werth annehmen können, dasselbe muss also mit 
der rechten Seite der Fall sein und daher nach der in der Einleitung auf- 
gestellten allgemeinen Form des Integrales erster Gattung, da R(z,) vom 





en en 
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(2p +1)" (rrade sein sollte, wenn 


? p—1 
A, ] A, 3, +A,3)+° A,-ı 235 vr F(z,) 


4. 


gesetzt wird, 


m" f(y,)dy, 4 fy)dy, ,...., Fe) dys i. F(2,)dz, 
) R, Hi ) } R, (Y.) | | ) R (Yo) YR(z,) 


sein, oder dureh Speeialisirung der Uonstanten @,, &, ».. do_ı: 


dy, m dy, alle dy, M: F,(3,)dz, 

YRYy) VRR) —— IR) — YR@)' 

| y,.dy, y,dy, |  Yodyo F (2,)dz, 

(16.) YR,(y, a Ro) Ra)  YRa) 
| rülien.. NEE u Ar y. dy, | F,-ı(2, )dz, 

IR) RW) VRR) YR@,) 


und es ist somit das allgemeime Transformationsproblem auf die Untersuchung 
soleher Gleichungen (11.) zurückgeführt, vermöge welcher ein Gleichungs- 
system von der Form (16.) erfüllt wird. 

Bevor wir zur Untersuchung des allgemeinen Transformationsproblems 
zurückkehren, mag die Keduetion des Problems noch so weit geführt werden, 
wie es wieder in der rationalen Transformationstheorie aufzunehmen ist. 
Nehmen wir nämlich an, dass im Allgemeinen o nieht kleiner als p ist, d. h. 
dass man es nicht mit einem hyperelliptischen Integrale zu thun hat, das auf 
Integrale niederer Gattung redueirbar ist, so wird man, wie leieht zu sehen. 
die Loeffieienten @,. 4. ».. A,_, So bestimmen können, dass F(z,) successive 
die Werthe 

sen; aut, u 


annimmt, und wenn man nun die zugehörigen f-Funetionen mit 


hy), AN + Pıly) 


bezeichnet, so tolgt 


dz, FR )dy, ky.)dy, |  KYo)dy, 

YR(z,) YR(y,) YR,(y,) YR,(ys) 

s,dz, Kay, , _hy)dy, ch hy) dyo 

(17.) ı YR@) YR(y)  VR@.) YR,() 
spIdz, hr (y.)ay, , Y-ıly,)dy, | f»-1 (ys)dyo 
ni - HE Le PIE IR, 

YR(z) R(y ' ) R,(y,) YR(y,) 


denen 


entsp 
Ausd 
wir 
in de 
ersteı 
Thea 


ergel 


in de 


die | 
und 
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ausd 
diese 


Traı 
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Führt man nun p—1 neue Variable ein 


- 


As 3; . . . 2 


pP» 


denen nach Gleichung (11.) die Werthereihen 
Yı. Ya. er we 
Yı. gr, er Wh 


—] \ Den 
rc se TREE u 


entsprechen mögen, während die zugehörigen Irrationalitäten aus den früheren 
Ausdrücken nur durch Vertauschung der y hergeleitet werden, so werden 
wir p—1 dem Systeme (17.) analoge Gleichungssysteme aufstellen können, 
in denen die f-Functionen dieselben sind. Addirt man der Reihe nach alle 
ersten, zweiten, ... p'®® Gleichungen, so werden sich nach dem Abelschen 
Theorem für die rechten Seiten dieser Gleichungen die folgenden Formen 
ergeben 


f-(y,)dy, PIRRt 24° >... PERERERREE n f-(ya)dyo 

/ = I - - 

YR, Y) YR,(y,) YR,(ys) 

Er fr (y)dy, ! fr (Y,) dy, ! fr (Yyo)dys 
+ _ + En SEEZEZ EZ - : 

YR,(y,) YR,(y,) YR,(y,) 


57 1 [ . - [3 [3 [2 [2 [ E) “ * . * 
ae | ae... Kama 


YR,(ye=») YR(yed) YR,(ye=®») 
KIEW, KA, TASDILLCH 
YR(Y, yR,(cyY,) YR.(Y,) 
in denen 
FE "ur > 


die Lösungen einer Gleichung oten Grades sind, deren Coefficienten rational 
und symmetrisch aus allen Grössen y und den dazu gehörigen Irrationali- 
täten zusammengesetzt sind und sich daher nach dem Früheren rational durch 


/ 


31, 23» 5 . . Bun YR(z,). ‚R (22), P} . . YR(z,) 


ausdrücken lassen, während die zugehörigen Irrationalitäten mit Hülfe eben 
dieser Grössen rational durch die Y ausdrückbar sind. 
Fassen wir diese Resultate zusammen, so führt das allgemeine 
Transformationsproblem auf die Differentialgleichungen: 
Journal für Mathematik Bd. LXNXXI. Heft 3. 27 
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d; ds dz, hADaF, x f,(Y,)dY, f ECK, 

N) Re) Fi An) Am NA 

en :, da. s, ds, EIRME ‚ SIEWE , . Kdkar 

E AO) VG) Ye en dan RICH, 
| zp-id: zul dz » ds _ fr )a, hi), , „All 

” 2 a YR(z,, a YR(z,) e yR(Y,) "u Au  YR(CK,) 


I Weie he u 


die Lösungen einer Gleichung oten Grades sein sollen, deren Coeffieienten 
rational aus 

Bol. 20 ET, .;, YR(z,) 
zusammengesetzt sind, während die zugehörigen Irrationalitäten mit Hülte 


eben dieser Grössen rational mit den resp. Y zusammenhängen. 


Allgemeinste Beziehung zwischen hyperelliptischen Integralen 
derselben Irrationalität. 

(Gehen wir nun wieder zu dem ursprünglichen allgemeinen Trans- 
tormationsproblem zurück, um zu sehen, ob die Gleichung (10.) erfüllt 
werden kann, und welche Form sie haben muss, so hat man nur in dieser 
Gleichung aus den der Gleichung (11.) analogen Gleichungen für die Grössen 
© die für eben diese Grössen hervorgehenden Werthe zu substituiren. 
Seien z. B. 


(1) | ) m. J 
/(3+1) (+1) ”(s+1) 
SpA 0 Sp—-ı+Hlı ++ Sp—A+1 


y* 
} 


die Lösungen der Gleiehung 


( “e N Ei 21) u: “ — ! | „( l n 
\ 9. - E fı\®,, I 1» } R; 1 Bir ))G? K u F u (3: / 19 } R', 1 (33, .1)) ' 
a ' ıy’ I L‘ . 4° . . } i . . 
in der die g@-Funetionen rationale Funetionen der in ihnen enthaltenen 
Grössen bedeuten, so wird dureh Differentiation 


(i) 1) 


deu, = FÜHL. 3, VRD, ED). 


' !p—2h+ 2p-+1}3 2p+1\* 
(2) (?) 
(og-+1) (g9+]1 I 
de = FE, 3,1, VRD,,(@D,,) di 
(ph) —h) 
d ce+) — F(&0 +1) „(1) YRV (20 ))dz» 
>ı»p—2 Iı+19 2 )n 4 1» ?p-H1 #2» ı)) ( 22 1 


wenn F eine r Be Funetion der in ihr enthaltenen Grössen bezeichnet. 





und 
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und wenn diese Gleichungen der Reihe nach mit 


(2 42 u. FE a vn, (%Z AR u | (ro) N\ 
Fir N dr: Ry 24 arı WERE F}; 24 2 ya: S; +1)/ 


multiplieirt und dann addirt werden, ausserdem aber beachtet wird, dass 
die Irrationalitäten dieser Multiplieatoren der Voraussetzung zemäss durch 


die entsprechenden [-Grössen mit Hülfe von 


(m. 341 und YR%).,(2) 
rational ausdrückbar sind, und somit das Resultat der Addition der rechten 
Seiten als rationale symmetrische Funetion der I-Grössen sich rational dureh 
die Grössen (m.) wird ausdrücken lassen, so ergiebt sich. dass 


(«) (a) 


pn f ts 14 E > “) u” 
5579 Carr I Ga ae TOR | Ri; 3 ı\ 41) JE 33 


“U 


eine rationale Function der Grössen (m.) multiplieirt mit ds‘, sein wird. 


i 


und dasselbe eilt von all’ den einzelnen Summen der rechten Seite der 


Gleichung (10.). Bringt man nunmehr alle Integrale der Gleichung (10. 


auf die linke Seite und giebt ihnen allen dieselbe untere Grenze 0) ,, w 


nur eine Aenderung der Uonstanten der rechten Seite bedingt, so wird die 
linke Seite aus einem zwischen den Grenzen {, und zÜ), eenommenen 


>: l 2 


hyperelliptischen Integrale mit der Irrationalität 
YR\» U) 


bestehen, und es wird sich fragen, wann ein solches hyperelliptisches Integral 
einer algebraisch-logarıthmischen Function gleich sein kann, welehe selbst 
oder für welche das Argument der Logarithmen rational aus 


3,1 und YA%) ,(z,,) 


zusammengesetzt ist. 

Ein solches hyperelliptisches Integral zerlegt sieh nach den in der 
Kinleitung gemachten Bemerkungen, von p Integralen erster Gattung, p Inte- 
gralen zweiter Gattung und algebraisch -logarithmischen Thheilen der oben 


bezeichneten Art abgesehen, in eine Summe von Integralen der Form 


2 % 2, R{ dz 2 ’ 
(o.\ cf | YR(a,)d + cf Yk(a,) Ba u cf YR(a,)d | 
g: (#—a,)yR(z) . (»—a,)yR(z) 7 (z—a,)YR(z) 


wenn der Kürze halber 


YRiz) 
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20, YRO,() 


- 3p 
geschrieben wird. und @,. @, ... a, Uonstanten bedeuten, für welche die 
unter dem Integrale befindliche rationale Function, welche nach Absonderuns 
einer rationalen Funetion mit 
1 
YR(z) 
multiplieirt ist, unendlich wird, soweit diese Werthe nicht Verzweigungs- 
punkte von YR(z) sind; und diese Summe (o.) soll mit einem aus p Inte- 
gralen zweiter Gattung, p Integralen erster Gattung und einem algebraisch- 
logarithmischen Theile zusammengesetzten Ausdruck identisch sein. 
Bezeichnet man mit 


+ 


a und a; 
den auf dem positiven oder negativen Blatte der zu YR(z) gehörigen 
Riemannschen Fläche gelegenen Punkt «a,, und setzt man 


| 7 YR(a)ds de | ° zdz | pi dz 
\/ ann + cf er r af + iu if 
(P-) | —a)yR%) / YRG) J yR@) YR() 


— Hiz, a;, a;), 
so wird diese Function ein hyperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung 
sein, da der Coeffieient des logarithmischen Gliedes in den beiden Unstetig- 
keitspunkten 
a, +VYR(a,): a, —\Ria) oder a,, «a; 

die positive und negative Einheit ist, und ausserdem wird man, wie oben 
in der Einleitung bemerkt worden, die Constanten 

Be 5 Me 
so bestimmen können, dass die Periodieitätsmoduln jenes Hauptintegrales an 
allen Querschnitten der einen oder der anderen Art verschwinden; bezeichnet 
man ferner ein in den Punkten z, und £, auf den bestimmten Blättern 
logarithmisch unendlich werdendes Hauptintegral dritter Gattung mit an 
derselben Reihe der Querschnitte verschwindenden Periodieitätsmoduln durch 

H(z, 2,, &ı), 

so wird nach dem in der Einleitung erwähnten Satze von der Vertauschung 
der Grenzen und Unstetigkeitspunkte 


z | eB a, de 
/ 'dH(z, a,;, a;) = / *dH(z, 2,, 5ı) 


l a, 


- 
= Äh 
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sein, und es würde dann in Folge dieser Relation, indem die mit den Con- 


stanten ec multiplicirten Integrale erster Gattung hinzugenommen werden, 
die Gleichung zu untersuchen sein 


0! . „ff“ Ä Bet ‘a, . 
cf  dH(z, 2,6 )+f ’dH(z, 21 + +Of 'dH(z, 21, 6&ı) 


a7 a; a” 
u af‘ z’p-1dz A f; rd 14 sP dz 
(20.) I YRG@) TER I YRG) 
|  zPpide 2 2P°dz ; Z 
Bl: »P-1dz Bf a4 . nice: u Bf d 
J YR(z) J yR(:) 4 YR(z) 
+U-+D,logV,+D,logVa-treeeenenseneneenen nn +D,logV,, 


in welcher die Grössen 
m ae 
rational aus 
z2, und YAR(z,) 
zusammengesetzt sind, und wobei angenommen wird, dass nicht zwischen einer 
geringeren Anzahl von denselben Integralen der linken Seite dieser Gleichung 
eine ähnliche Beziehung besteht, indem wir sonst diese unserer weiteren 
Betrachtung zu Gründe legen. Offenbar darf ferner ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit vorausgesetzt werden, dass zwischen den Grössen 
rn: en 
keine homogene lineare ganzzahlige Gleichung der Form 
1, D,+4D:.+:--+4,D, = 0 


besteht, weil, wenn eine solche stattfände, 


AA 


D,logV, + D,logV;-+---+D,logV, 
in die Form 
R. 
D V A D, V; u ’ Din ve 1 
hu log V’ Kin u og v’ dd au “ log Vru -1 
Rn h Fri u 


übergehen würde, und man daher nur von vornherein die Anzahl der 
Logarithmen auf der rechten Seite der Gleichung (20.) auf die kleinste 
reducirt anzunehmen brauchte. Sei nun z. B. 

Y, = p+gY/R(a) 
worin p, und g, rationale Functionen von z, bedeuten sollen, oder 


v — fetgerRG@) 


s h, 
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wenn f,, 9,, h, ganze Funetionen von z, sind, so verwandle man in Glei- 


chung (20.) die Irrationalität in die entgegengesetzte und ziehe die so er 


Ji 


haltene Gleichung von Gleichung (20.) ab: man erhält offenbar für alle 
Integrale das doppelte, also die Form der Gleichung (20.) unverändert. 
während die logarıthmischen Glieder die Form annehmen 


] _ fo | 9 } R(z,) 
08 < 
f» 90} R(z ) 


21) &-gR() = Ma -y) a —- N)”. (21 -Y,)" 


log (f, 9, R(2,)) = log(f,-H9,/ R(z,))+1log (f,—9,) R(z,)) 
logM+m,log(3,—y,)+ m: log(3,—Y:)+ + m,log (2, —Y,) 
ist, so sieht man, dass 
log(f,+g,V/R(z,)) 
für 
Yı: 72; u Yr 
logarıthmisch unendlich wird, wenn der zugehörige Werth der Irrationalität 
aus der Gleichung 
ge: f.(y ) 
By) et 
9.(75) 


bestimmt wird, und keine dieser logarithmischen Unendlichkeiten kann sich, 


da f, und g, ohne gemeinsamen Thheiler vorausgesetzt werden können, auf 


der rechten Seite der Gleichung (20.) gegen andere wegheben, weil sonst 
eine ganzzahlige homogene lineare Gleichung zwischen den Üoeffieienten 
der logarithmischen Glieder statthaben müsste, welcher Fall oben aus- 
drücklich ausgeschlossen war. Da aber die linke Seite der in der obigen 
Weise transformirten Gleichung (20.), wie man aus dem Umkehrungssatze 
von Grenzen und Unstetigkeitspunkten unmittelbar erkennt, für 


/ / AL m; / BEFTL f7 6 / ZT ıTıT / 7 
(k.) al Rla);a,-YR(a);a,+/Ria,):a,-VYR(a,);...a,+/R(a,);a,-YR(a, 


und nur für diese Werthe unendlich und zwar logarithmisch unendlich wird. 


während die Integrale zweiter Gattung auf der rechten Seite der Gleichung 


/ 


(20.) nur für 3= w auf beiden Blättern unendlich werden und die Integrale 
erster Grattung endlich sind, so folgt, dass sämmtliche Werthe 
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mit den zugehörigen Irrationalitäten zu den \Werthen der Reihe (k.) gehören. 
Aus der Existenz der Gleichung (21.) aber folgt nach dem Abelschen 
Theorem, wenn wir annehmen, dass der Grad von g,R(z,) den von f} nicht 
übersteigt (die entgegengesetzte Annahme wird, wie unmittelbar zu sehen 


- la 
durch Multiplieation mit YR(z,) erledigt), dass die 7-Werthe zu oberen 
Grenzen von gleichartigen hyperelliptischen Integralen gemacht werden 
können, deren Summe eine algebraisch-logarithmische Funetion ist, während 
die Irrationalitäten aus der Gleichung 

} R Ay _- ein fe / 
90\7:) 
bestimmt werden, und dass sie ferner die unteren Grenzen solcher Integrale 


bilden können. wenn die Irrationalitäten aus 


/ERT; fe (7 
YR(y 


96 (7:) 
bestimmt werden. 
Nach der in der Einleitung aufgestellten Beziehung für die Addition 
von Hauptintegralen ergiebt sich, wenn die Werthe y den Grössen 
A u 
gleichgesetzt werden, die folgende Beziehung 


'a+ s . a; . . | 'a+ .. 
Imf 'dH(z, 2,,C&)+ m. dH(z,2,,&)+' + m.f "dH(z, 2,.{,) 


ar ad, 


DD 

DV 
R— 
4 


= 100 Ifeı — ge) YR@,) ‚fe&)+gel&)YRC) N 

| IRDHREIYRE) KEÄI-REIYRE)N 
welche nothwendig die Form der Gleichung (20.) sein muss, da der An- 
nahme nach keine der Gleichung (20.) ähnliche existiren sollte, welche 
von den dort enthaltenen Integralen eine geringere Anzahl enthielte. Setzt 
man endlich in (22.) die durch Vertauschung der Grenzen und Unstetig- 
keitspunkte sich ergebenden Integrale. so folgt 


\m/ dH(z, a}, a})-+ mf dH(z, ar. a*)-+---+m, / dH(z, a‘. a; 


992 >) 
win EN) -REIYRE) KA) +RK)] R (&) 
EI +HEI RE) FI YRC) | 
als allgemeinste zwischen hyperelliptischen Integralen derselben Ordnung 
und algebraisch-logarithmischen Funetionen bestehende Relation. oder wenn 





BL dc a 
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der oben durch die Gleichung (p.) definirte Werth von H(z, af,a}) eingesetzt wird, 


%, MER; 7 u . >5, [Rn \ 2 "2; DD’ ® 
| m __ zielen +m; / = du at lg Biehrbs Al. EN 
| ,  @-a)yR@) . @-a,)YR@) 5 @—a)YRG) 
; "a dz 2; zdz > ’2, zpe!d 
(24.) { + P% I +Pı Ta et ßf 7 - 
"| » YRG) - YRG) . YR@) 
| Br oo) fe a) %EIVRG) RE) +gelE)VRC,) # 


| RI FREIVYRE) Fe I—HE)VYRC) 
worin m,. m,, m, ganze Zahlen, Au, Ai, --. P,-ı Constanten vorstellen, 
deren Bedeutung aus der oben gegebenen Bestimmung von ©, ©, ... €, , 
unmittelbar zu ersehen ist; die Gleichung (24.) giebt die Verallgemeinerung 
der für elliptische Funetionen von Abel aufgefundenen Beziehung. 


Dresden. im October 1875. 








donner 


ou /I(t 
Br 
a fait I 
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dans le 
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La fon: 
etre Ex 


En dift 
D 
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Sur la fonction generatrice de Borchardt. 
(Note de M. Faa de Bruno & Turin.) 


Nous nous proposons dapres un desir formul&E par M. Cayley *) de 
donner & cette fonetion generatriee 
4) Mrs EEE DD [a 
aerr! Jen 
ou I/T(t,,...t,) designe le produit de toutes les differences des quantitds #,. 
b, ... f„, une autre expression plus propre aux calculs qui seraient tout 
& fait inabordables en operant par des differentiations successives. 
Comme nous rencontrerons dans ce qui suit des determinants formes 
de » fonetions 
Fl), BO, ... Fl 
dans lesquels on substitue » arguments differents t,, b. ... f,, je me ser- 
virai pour ces determinants de la notation abregee 
Ft). RB, ... F®). 
Cela pose et si les differences #,—t#, dont le produit forme l'expression 77 
sont toutes prises de maniere que Vindice k soit >i, on aura 
BE a me .,.,.,. 2 
La fonetion qui se trouve entre parentheses dans la formule (1.), peut done 
etre exprimee de la maniere suivante: 
De | f mi 
Kt). fm) fo fo’ fo’ "fo 
En differentiant successivement par rapport A tı. bh. ... #,, il viendra 
u 
| "Lflt)...flhh) 
- „f®, FB -f®, Ad - FO, aA Ar DW -Pfl 
> ad Fade 
ce qui fournit pour la fonetion generatrice 9 la valeur 


Bun (—1)r-1 = 3 Ei, _. ey 
(2.) Ol8....6,) = f@).. fa). fit), fit)-tf(Ü,... (n-1) FH fle 


*) Cayley, A memoir on the symmetrie funetions, London 1857. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 28 
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et comme le determinant qui se trouve dans la seconde partie de cette 
equation est divisible par le produit 77(£,,...£,), le denominateur de # ne oe un 
contiendra que le produit f(t,)...f(t,). 
Pour en faire une application, soit en premier lieu 
ft) = a +bt-te; 


les tormules (1.), (2.) donnent pour la fonction gen£ratrice 


/ ) m ft, )f(t,) t, 5 t, L 
Ab) = AP zauyfa) 
1 1r \ ' 
Ken e, ro-ir | 
1 KOr=n t,)f’(t,) ) ' 
OF Te ala? 030) 


ou enfin 
2a?t,t,+ab(t, + HL) Fac 


aa FÜR) 


Soit en second lieu 
ft) = at +bfP+et+d 
une tonetion du 3m® degre, la formule (2.) donne 


1 ’ ($\ /a\ < zer fs 
0 = ft )FaIFA,)IAa,- )(t, —1,)(t, - 13% ft (£) fÜ)—Ef (8), 2tf(t)—t f (|. 


Pour developper cette aa posons 


Ana 1,9, €) 
IT — 


ce qui nous fournira le developpement 
F)FE)F).Olh,t, 6) 
6a’ (lt bt,) + (dabc— 12a’ d) t,t,t,+6ad’|[1, 2] 
- Zab’t,bt,+4acd!|1,3]+2abd[1, 4] 
+ (da bt, bt, +2ac')|2,3]+ (3a’d-+abe)[2,4]+2a’c[3, 4], 
et en observant que 
2 = 
1,3] = ht ++, 
[1,4] = EHR+ LH bb ++, 
[2,3] = t, +hb+bb, 
2,4] = HE) HE) (u + 8), 
[3,4] = BEARCHREH URN HH) 
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on trouvera pour #(t,,b,,t,) la valeur definitive dont le nume£rateur est 
bad’ +4acd(h-+b+b)+2abd(E ++ E) 

+2a(bd+c)(bt,+bt, +46) +ba(be—-ad)t,t;t, 
+a(be+3ad)/E(k+b)+E(h +) + Rh +6) 
+20 ce ER+LL+LE)+2a(lac+b)hbh( +6 +6, 
4a bu bl +t+ th) 
+beftt 

et dont le denominateur est f(h)f(&)f(h). 


Turin, avril 1875. 




















Extrait d’une lettre deM. Ch. Hermite aM. L. Königs- 
berger sur le developpement des fonctions elliptiques 
suivant les puissances croissantes de la variable. 


Je me suis occeupe de ces polynömes rationnels et entiers 
par rapport au module, qui se presentent dans les developpements des 


fonetions sinamz, cosamz et Jamz suivant les puissances croissantes 
de la variable, et dont les premiers seulement ont &t& caleules. Si l’on pose 


’ z _ SP, 2? P, x’ x % PB zn T 1 
ne = OR nt" 
ee a 1 BE u _ 
ee‘ 1.2 1.2.3.4 +1) 1.2...2m 2 ae 
FR u Rx’ N,x* | Ra" 
me = I DT EP Te 


vous savez qu’on a ces expressions: 
B,, = 1+P,z’+P,x +42", 
Ei 1 0,2 + O,x' +40, vu 
R, u R,z’+R,x*+ R,z°-+...+ zm 

avee les eonditions 


R, = 0. 1» R, = O..; etc., 


n 


qui ramenent NW, a Q,. Mais ni la formule de Maclaurin ni les relations 
tirees de la transformation du second ordre, telles que celle-ei: 


#-H-ix' 2 — ia 


|+@-i2)cosam| (z Kir), — 


' . I . An 
(#172 )JCosam| (Z—tZ )T, > ee 
Zu %K— 18 - “+ 1% 


— 2zcosam(e, x) 


.. 


que jai employe&e autrefois pour le calcul des quantites Q,, ne paraissent 
pouvoir econduire A expression generale en fonction de m, des coeffieients 
des diverses puissances de z. Ü’est en suivant une autre voie que jai 
obtenu les resultats suivants, qui en montrent la composition arithmetique. 
Considerant en premier lieu le polynöme ®,, on aura 


A Vega 


Enfin 


\orsque 
savoir: 


Jam x 
avec € 
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4#P, = 3m —8m—3, 
4*’P, = 5°"t! — (Sm — 4) 3°" H! 4 32m? — 32m + 
IP, = zn (8m — 12) 5°" + (32m — 88m . des amt 


(256m’ —1056m’ +752m + 471) 


A legard de Q,, je tronve semblablement 


20, = 3"—8m—l, 
40, = 5°" — (8m — 8) 3" + 32m’ — 48m 9, 
40, = 7°" — (8m — 16) 5°" + (32m? — 120m + 82) 3°” 


— 1.(256m? — 288m’ + 320m + 297) 


Enfin pour R, on obtient 
R, = 2m? 


Ar ie far — 8m +4], 
R, = 2°" [3° — (8m —12) 2°" + 32m’ — 88m + 31], 
R, = 2" [4°” — (8m — 20) 3°" + (32m? — 152m ++ 148) 2°” 


— 4.(256m’ —1728m’ + 3080m — 900)] 


Supposons que m soit un grand nombre, alors 
lorsque le module est reel et moindre que lunite, ces 
savoir: 

B, 2 
1.2...(2m--1) Km 

Q, 2 
1.2... 2m Kur 

Rn. 2 
1.2...2m zur 


Il en resulte que les developpements en serie, de sinamz«, 
Jamzx, tendent de plus en plus A se confondre 
avec ces simples 


progressions 


(— 1 y" 2Dr:m Hl e 2° g* 
j K 2m+ 2 1— K' t k'' ”n ’ 
(— 1)" 22°" | ge“ x* 
ak“ ri 7 per K'" + K' EN ’ 
(—1)“ Ph 4 ge” z* 
KruHı ner r K' 











nous 
valeurs limites & 


aurons, 


cosamz, 


dans leurs derniers termes. 
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eI 


t par suite seront convergents, lorsque le module de la variable sera 
moindre que K. 

Voiei apres les quantites ®,, Q,, R,, deux nouvelles series de poly 
nömes, ©,, et T,,, definies par les relations suivantes: 


i | er | 5, r’ 4 | CHUR, Ya 1 & 
. 2. _ >. cz _ ne ”»-...— en r u n ... 
sinamz 2 N. 7 "1.2...(2m—1) 
2: > nm? 
3 + nn m tes. + ud +... 
sin’amz " le 1.2 1.2...(2m—2) 


et qui presentent quelque interet, comme j’espere vous le montrer. On a 


d’abord ces expressions: 
m — S, er. S, 2° - S, x* ER th ( Zn 1 y S em 


nn I 
“; = T,-T 2 +T%*— .-+(-1)"T,2” 
et les eoefficients qui sont toujours eommensurables mais non plus entiers 
comme precedemment, sont donnes par ces formules ou B,, designe le m® 
nombre de Bernoulli: 
rm __4 


Ss, = —B,; 


m + 
48, = (-1)"+2(2°”""—-1)B,, 
48, = (—-1)” (8m —9) + (8m — 14) (2”"—1)B,,, 


4°S, = (—-1)” (32m? — 128m + 101+ 3°”) 
+ 1 (64m’ — 336m + 416) (2°”="—1)B,, 

2? 1B.. 

T, an 
m 

T, EUR, 
T, = (-1)” 2°” "+ (4m — 7)2?”7B,, 
T,;, = (—1)” (m — 2) 2°”° + 4 (4m? — 21m + 26) 2°” "B, 


ces dernieres &quations relatives A& T,, devant &tre appliquees seulement 
a partir de m=2. 


On a ensuite, en supposant que m soit un grand nombre, les ex- 
pressions limites: 


Em a | er 
1.2...(2m—1) (2K)" (2KYy" ? 

Im a 
1.2...(2m—2) (2K)"  (2K 








Klles ı 





vents, 
des det 
. [4 > 
immedi: 
5“ 
prietes 
simples 


qui do: 


les c01 


Un en 
premik 
eANON 


cb(z) 


ou p 


analv' 


et ’o 


b(z\ 


q eta 


B,\e 
H seı 
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l l 
sinamz ' sin’amz 
vents, tant que le module de la variable est au-dessous de la plus petite 


Elles montrent que les developpements de sont eonver- 


des deux quantites 2K et 2K’, ce qui est encore la eonclusion, que donne 
immediatement le theor&eme de Cauchy. Üest A l'egard des polynömes 
S, et T,, qu'on tire de la theorie de la transformation de nombreuses pro- 
prietes que je vais indiquer suceinetement. Les premieres et les plus 
simples r&sultent des &quations 


i i 1 . Ä 
sınam (ze, —) = zsınam(r,%) 
1 | 1 
=; —— — —— —l, 
sin’am(tx, x) sın 'am(z, z) 
qui donnent en faisant 
S,, ee IIiz ), m — 6) \#%) 


les eonditions 


2" II) = II), 
z"b(-) = &(z), 


B() = (-1)" Piz). 


On en deduit aisement pour P(z) les eonsequences suivantes: supposant er 
premier lieu que m soit pair et posant m = 2r, nous aurons cette expression 
eanonique 


b(z2) = G(l-z +2" +G (1-2 HN 1-2 ee 
Bir 4 Gr, 4 gr" 7 yry 
r 2 = nt \ - ) y 
ol p est V’entier contenu dans -, + >Mupposons ensuite m = 2» +1, la forme 
/ 3 

analytique prec@dente n’est modifiee que par Viintroduction du facteur 

(11.29%(2 - a) ( 1— 2°) yp(z) 
et Fon obtient 


PB(7) = y()[HI-z +" + Hl + tritt 


.. H(1—x 1 gr” 1 rar 
3 
B, le m® nombre de Bernoulli, les valeurs des premiers coefficients @ et 
H seront: 


q etant Ventier contenu dans Si nous continuons de designer par 
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P WERE. sc. . 
n 
G = 207 _15.99B,, 
G = — 204 (2400 — 745) 24 (1800-9495) 2", 
ht 2B,,, " 
u 2n +1 
H, u EL en (0 — 3) Ban 1 


2n - 4 


Voiei maintenant les proprietes algebriques remarquables auxquelles 
conduit la transformation du second ordre. En partant des relations: 


1-+x = 1 4 % 
( 1+x . 1—x  sinam(iz, x) i ie \ ? 
sinam| — —- ir, -) sinam(ixz, 2] 
2 41-+x % 
1-4 h 1 ı% 
( 1-4 %' en  sinam(z, z) (Gi ix’ ) 
sinam(|- —c — sınaml ix, 
2 1-4 ' x 
- iz’ 1 i 


sinam(z, x) ' sinamlz,») 


4 1% x—ie ‘ 
sinam - —-T 


2 x ix 
auxquelles je joindrai encore celle-ci 


ER (A+-cosama)(l-+. Jamz) . 
sin’amz 





sin’a z 
sin’am- 
2 


jen deduis les diverses consequences suivantes. 
Soit d’abord pour abreger V’&eriture 
IT =(-1”"D(e), I'=(—1)” Ir =) 
puis 
Hd, = il) il 


I, = rm 


— ix 
I, = (#-+iz' Lee 
on aura en premier lieu: 


I, = 2m", 
I, = 2”"-1(I7"+ IT, 
IT, = 2" + IM) 


I 


ei ıl Ö; 
determi 


on & €1 


sexprit 


Einfin « 
en em] 


qui est 


puis: 


(es r 
que n 
marqu 


on a en effet 
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et il est aise de voir que lune quelconque de ces &quations suffit pour 
determiner sauf un facteur constant les eoeffieients du polynöme I//(z). 
Je remarquerai ensuite que $(z) se conelut immediatement de /I (2); 


(2m —1)2?”—-? 
m: 4 


et les trois quantites suivantes A savoir 


| 1; 
ob, = (- 1)" (14 bl, Be 


2 1—; 
$, = A+" bl, 


ces formules: 


s’expriment par 


(2m — 1)2?”-? 


2m __1 

_ (2m 1)2:m—2 | 
22m? __4 

_.. (2m — 1)2?"? 
22m? __1 


Enfin on peut, d’une maniere inverse, determiner d’abord le polynöme Piz 


en employant & cet effet la relation: 


qui est une eonsequence 





(IT + IT’ + IT") 


+ Ib — BD, + BD, + ob, 


des preeedentes. 


{ 
(2m — 1) 2?! 
I 1 ($b 2, 
2m —A . | 

1 '_(& 

Ä 2m —1 Rn 
II, = (D,- 

: am 1.‘ 


Ges resultats manifestent entre /7(z) et $(z) une dependance reeiproque, 
que ne pouvait guere faire prevoir leur origine:; ils conduisent aussi & re- 
marquer les deux combinaisons lineaires suivantes: 


On en deduira ensuite 


| (274 1)DB(z) — (2m — 1)2” 1/72), 
9,(2) = a" NWBr)—ı 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 
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Nous aurons en effet 


A+mo(IZ*) = ("2"), 


mat -eaN _ er tihe £ 
A429) = DO“), 


et de la resulte comme vous allez voir, une forme canonique pour ces deux 
nouveaux polynömes. 

Y \ . . “ 2 . E} > u Be t 3 ” u 

Je cherehe en premier lieu l’expression la plus generale des poly- 
nömes entiers p(z), de degre m en x’, tels qu'on ait: 


(1 re 5 ( 

. KL / ” — \T “ 
GT / | 

(2.) A+2)"p(- —) = 2"o(e), 

1+-x MOr 


et je ferai d’abord cette remarque, que si p(x) est suppose s’annuler avec 
la variable, il contient le facteur z=’(l1—x’). Soit A cet effet dans 
l’equation (2) e=0, on en conclut que Y(x) s’annule pour z=1 et 
admet par suite le facteur z’(1—zx’), puisquil ne renferme que des 
puissances paires de la variable. Or en posant: 

plz) = z(1—-e)v (x) 
’equation (1.) donne: 


ee qui montre immediatement que w(z) s’evanouit pour = +1. J’ajoute 
qu'en faisant 

wie) = (1-r)z(«) 
ou bien 

y(a) = a(l—z)' ge) 


x 


on obtiendra a l’egard de x(z): 
nf 1 
() = x), 

1m, fi 8 en 

i+2=) ar) = 2" x) 
c’est-A-dire les @quations caracteristiques du polynöme propose Y(x), en 
y ehangeant m en m —4. 

Une seconde remarque va maintenant en donner l’expression generale. 

Soit pour un moment: 


A etant 





Or en ı 
comme 
degre 

nouvea 
de pro 


\ 


p (x) = 


r desig 


et nous 


Ur en 


donne 
sequei 


faison 


on tr 


qui $ 
nique 
et $ 
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pılz) = Yla)—All+z)" 


A etant une constante arbitraire; on voit immeddiatement qu'on aura 


x” 9(-) = p,(®), 


y ) 1- -Z\ ’ 


Or en disposant de A de maniere que Y,(x) siannule avec x, on le ramene 
comme nous lavons vu, au produit d’un polynöme de m&me nature, de 
degre 2m—8, multiplie par le faeteur z’(1—x?). Operant done sur ce 
nouveau polynöme comme sur le preeedent, il est elair qu’on parviendra 
de proche en proche a l’expression cherche&e: 


f 


o(z) = All+=’)”"+A(1+=e "tale + AH)" tere)‘ 
-+4A,(14+2°)” "ac t1— 2)" 
m 


r designant lentier eontenu dans y' Mais ce resultat ne nous suffit pas 


et nous avons encore a considerer les polynömes qui satisfont aux conditions, 


2 
x Y—) = pe), 


non 1— x ul | 
Ur en falsant: Er €, Gest-A-dire e+2r—1=0, la seconde equatıon 


donne: p(xz) =0, de sorte que p(x) est divisible par 2’ +2r7—1, et par con- 


sequent aussi par = —2r—1, attendu que p(—-2)=g(e). Ayant: 
2+22—-1) 2? —22—1) = + —-6eH 1, 
faisons 
(a) = (2 —-br+1l)vie), 


on trouvera aisement les eonditions 


1 
2 w( -) = wie 
en ’ 


qui sont celles du premier cas. Nous obtenons ainsi les expressions cano- 


niques des polynömes (z), 9,(z2), et par consequent les valeurs de //(z) 


et $(z) sous une forme algebrique semblable. Mais c'est trop m’etendre 


29% 
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sur ces polynömes qui m’ont surtout oceupe au point de vue de l’usage 
quon peut en faire dans le developpement en serie des puissances et pro- 
duits de puissances des fonetions snamz, ecosamxz, Jamz. Üette question 
deja traitee par M. C. O. Meyer (lintwiekelung der elliptischen Funetionen 


2Kx r 2Kzx . , 2Kz f” „ 2K x 
I’ am Gos""am sın"'am = / A am z de 


zT gt 
) 


nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x. Ce journ. t. 37) joue 
un grand röle dans la methode de calcul des perturbations que M. Hugo 
Gylden a publiee dans les M&moires de St. Petersbourg (Studien auf dem Ge- 
biete der Störungstheorie, t. XVI, VII" serie), et ol jai vu avec le plus 
vif interet les fonetions .elliptiques recevoir une application heureuse et 
habile & la Mecanique c£eleste.... 


Lamothe de Meursae (Charente Inferieure), 2 octobre 1875. 
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Correction of two numerical errors in Sohncke's paper 
respecting modular equations. 
(By Mr. A. Cayley at Cambridge.) 


Ih Sohncke's paper „Aequationes modulares pro transformatione 
funetionum ellipticarum Crelle t. XVI (1837) there is p. 113 an obvious 
error in the expression of w', viz. the term g" is given with the same nu- 
merical coeffiecient as it had in w: this remark was made to me by 
Mr. W. Barrett Davis, who finds that the term of «” should be 

+ 13569463 4”. 
In the expression of «” p. 115 I had remarked that in the coefficient of 
g", a figure must have dropped out, and Mr. Davis has verified this, and 
finds that the figure omitted is a 1 in the unit’s place, and thus that the 
correct value is 
+ 80177033781 g". 


Cambridge 26. Vet. 1875. 





Beitrag zu der Theorie der Krümmung. 
(Von Herrn R, Lipschitz in Bonn.) 


D.: Satz, dass bei der Biegung einer Oberfläche das Aggregat der 
reeiproken Werthe der beiden Hauptkrümmungsradien sich ändert, dagesen 
das Produet der reeiproken Werthe der beiden Hauptkrümmungsradien oder 
das Gaussische Krümmungsmass ungeändert bleibt, hat mich veranlasst, 
innerhalb der Verallgemeinerung der Theorie der Krümmung, welche ich 
in den Aufsätzen „TIintwiekelung einiger Eigenschaften der quadratischen 
Formen von » Ditferentialen* Bd. 71 pag. 274 und pag. 288 dieses Journals 
veröffentlicht habe, eine entsprechende Frage aufzuwerfen. Dort ist für die 
Mannigfaltigkeit der » Variablen x,, wo der Buchstabe a, wie in der Folge 
auch 6. c die Reihe der Zahlen von 1 bis » durehläuft, das (Quadrat des 
Linearelements gleich einer wesentlich positiven quadratischen Form 2f(dx 
der » Differentiale dx, angenommen, bei der die Coefficienten beliebig: 
Funetionen der Variablen x, sind, und das System der zwischen diesen 


yr 


Variablen geltenden Gleichungen y, = const., 9, = const., Yy, = eonst. de 
terminirt eine Mannigfaltigkeit der (a— ten Ordnung. Statt des receiproken 
Krümmungshalbmessers des’ Normalschnitts einer Fläche wird das Moment 
des Druckes betrachtet, den ein materieller Punkt auf der Fläche erfährt. 
sobald er frei von beschleunigenden Kräften sich auf derselben bewegen 
muss. Dieser mechanische Begriff erweitert sich, wenn ein System von 
materiellen Punkten bei seiner Bewegung einer Reihe von Bedingungs 
sleichungen, aber keinen beschleunigenden Kräften unterworfen ist, zu deı 
Summe der Momente aller Drucke. Sobald man die Coordinaten sämmt- 
licher materieller Punkte als die Variabien x, einer Mannigfaltigkeit de 
neu Ordnung, die Summe der lebendigen Kräfte als das durch das Quadra! 
des Zeitelements dt dividirte Quadrat des Linearelements der Mannigfaltigkei 
der »te" Ordnung 2f(dx), und die zwischen den Coordinaten der materiellen 
Punkte bestehenden Bedingungsgleichungen als die erwähnten Gleichungen 


Y, = const., % = CONSt., Yy, = const. 


auffasst, so fügt sich die Summe der Momente aller Drucke in die ange- 
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deuteten Anschauungen und wird durch den Bd. 71 pag. 277 dieses Journals 
mit (14.) bezeichneten Ausdruck 


hi dy, + A,dp-+ ++ 4,0dy, 

dargestellt. Derselbe muss zu der Form f(d«e) und dem System constant 
zu setzender Funetionen covariant sein, da ein mechanischer Begriff nicht 
von der eingeführten Bezeichnungsweise abhängen kann. Bildet man das 
Quadrat dieses Ausdrucks und ersetzt in demselben die Produete von je zwei 
Variationen dy,dys, wo « und £ alle Zahlen aus der Reihe von 1 bis / 
bedeuten, durch die a. a. O. definirten Ausdrücke (a, ), so entsteht der 
Ausdruck 


” ” f MM 
< hu ha ‚&, PP, ’ 


welcher nach den dort entwickelten Grundsätzen in gleicher Weise covariant 
ist. Dieser Ausdruck, auf dessen Betrachtung ich bei einer anderen Ge- 
legenheit geführt worden bin, repräsentirt die Summe aus den immer durch 
die Masse des betreffenden Punktes dividirten Quadraten der vorhandenen 
Drucke, also diejenige Grösse, welche bei dem von Gauss eingeführten 
Princip des kleinsten Zwanges in dem zugehörigen Sinne gleich einem 
Minimum ist. Wofern nur eine Bedingungsfunetion y, existirt und demgemäss 
die Zahl 7 gleich der Einheit ist, so bildet jener Ausdruck ein volles 
(nadrat, und die Quadratwurzel aus demselben 
1,Y(1,1) 

wird gleich dem negativen reciproken Werth einer Grösse oe, welche für 
die bezügliche Mannigfaltigkeit der (a— 1)!" Ordnung eine Verallgemeinerung 
des Krümmungshalbmessers einer Fläche darstellt. In Betreff dieses Be- 
eriffs gestatte ich mir, auf die Arbeit „Sätze aus dem Grenzgebiet der Me- 
chanik und der Geometrie* Bd. 6 pag. 417 der mathematischen Annalen 
Ü. Neumanns hinzuweisen. Die erwähnte Grösse 4,V{1.1) erscheint Bd. 71 
pag. 282 dieses Journals als eine quadratische Form der Differentialquotienten 
x,, welche durch die Gleichung 2f(z’) = 1 verbunden sind. Es mögen nun 
in A, die Differentialquotienten x, durch die von der entsprechenden Bedingung 


fü . . . us j ® \ > 
freien Differentiale d«, ersetzt werden, so entsteht für — — die Gleichung 


I ıyGa,9 
oe Ulde) 


Zugleich giebt die Bd. 71 pag. 278, dieses Journals mit (18.) bezeichnete 
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Gleichung D/o)=0 bei der Substitution ® = — 


die Werthe der n-—| 
Hauptkrümmungshalbmesser. Wenn man die Funetion D(w), welche fir 
den in Rede stehenden Fall a. a. ©. in der Formel (30.) dargestellt ist. 
nach den Potenzen von ® entwickelt 


' 


D(o) = Duo" +D,0""+---+D,_ı, 
un . a . | 
so repräsentirt demnach der Ausdruck D das Produet der reeiproken 
0 
Werthe der »—1 Hauptkrümmungshalbmesser; die Coefficienten gerader 
Ordnung und die Producte aus je zwei Üoeffieienten ungerader Ordnung in 
D(o) 
D 


der Funetion sind zu der Form f(dx) und der constant zu setzenden 


Kunetion y, eovariant. Sobald die Form 2f(dx) gleich der besonderen 

Form Fdx, oder in eine solche transformirbar ist, so verwandelt sich die 
a 

Grösse e in diejenige Verallgemeinerung des Krümmungsradius und der, 


1 . .. . r . öä 
Ausdruck 7 in diejenige Verallgemeinerung des Krümmungsmasses 


welche Herr Kronecker in dem Monatsbericht der Berliner Akademie vom 
August 1869 aufgestellt hat. 

Die soeben erwähnte Voraussetzung soll von jetzt ab eintreten, und 
es möge die quadratische Form der »—1 Differentiale, in welche die Form 
efidr) = dr, durch die Einführung von »—1 unabhängigen Variablen y 
übergeht, wo o wie auch z in der Folge die Zahlen von 2 bis » durch 
läuft, mit 29 (dy) = < e,. dy,dy, bezeichnet werden. Sie bedeutet das Quadrat 
des Linearelements für die Mamnigfaltiskeit der (a — 1)» Ordnung, welche 
durch die Gleiehung y, = eonst. in der ursprünglichen Mamnigfaltigkeit der 
„ten Ordnung der x, bestimmt ist, und es entspricht eine "Transformation 
derselben vermittelst der Einführung eines neuen Systems von a—1 im- 
dependenten Variablen der Biegung einer Oberfläche, wobei das Quadrat 
des Linearelements der Oberfläche nicht geändert wird. Demnach geht die 
im Kingange angedeutete Frage dahin, wie sieh die Coefficienten der 
Funetion N bei einer Transformation der Form 2g(dy) verhalten. Aus 


u 
den festgestellten Grundsätzen folgt, dass die Coefficienten gerader Ordnung 
und die Producte aus je zwei Üoeffieienten ungerader Ordnung, sobald sie 
allein durch die Grössen e,, und deren nach den y, genommene partielle 


Derivirte ausgedrückt werden können, ebenfalls Invarianten der Form g(dy 
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I 
de) 


D 


D 


0 


. E __e*. ® . D, 
sind. Von den sämmtlichen Coeffeienten gerader Ordnung DD; habe 
0 


ich a. a. O. pag. 2935 nachgewiesen, dass sie unter den angegebenen Be- 
dingungen diese Eigenschaft besitzen, und nach einer dort gemachten Be- 
merkung befindet sich unter denselben, wofern »n eine gerade Zahl ist, auch 
n—1 


4 die erwähnte Verallgemeinerung des Krümmungsmasses. 


0 


der Coefhleient 


Einen Aufschluss über das Verhalten der Coefficienten ungerader Ordnung, zu 


» . s ® Li ı» ® m .. . q 
welchen, wofern n eine gerade Zahl ist, der ÜCoetficient ) - eehört, „iebt 
der folgende Satz: 

Ye: N Me . | 

Alle Verbindungen n: ‚ bei denen die Summe der Zeiger 2r+2s-2 


0 


gleich n-+1 oder grösser ist, sind Invarianten der Form y(dy). 

Die vorhin definirte Grösse A,Y(1, 1 seht als eine quadratische Form 
der » Differentiale dr, durch die Einführung der a—1 Variablen x, in eine 
quadratische Form der Differentiale dy, über, und diese heisse 


Zu(dy) = Zu,,dy,dy,. 
ot 
Alsdann ist 
_ IE  aldy) 
v g(dy) 


und vermöge einer a.a. 0. pag. 285 ausgeführten Transformation wird die 
oben erwähnte Funetion D(w) „leich dem Produete aus einem von ® un- 


abhängigen Factor, dessen Werth Bd. 75 pag. 32 dieses Journals bestimmt 


. I . . . . . 
und mit — bezeichnet ist. in die Determinante 


E 
Hoi: + w Os . 
‚ Be Sa ee N h 
Hiernach können die Coeffieienten DY D vermöge eines bekannten 
Algorithmus gebildet werden. Nun sind die Elemente «,, in Folee ihres 


Bildungsgesetzes von anderen Bestimmungsstücken, als von den Grössen 
e,, und deren nach den „, genommenen partiellen Derivirten abhängie, 
dagegen können die sämmtlichen aus den «,, zu erhaltenden partiellen 
Determinanten der zweiten Ordnung durch die e,, und deren nach den y 
genommene partielle Derivirte der ersten und der zweiten Ordnung darge- 
stellt werden. Wenn man nämlich wie Bd. 71 pag. 292 dieses Journals 
eine gewisse mit g(dy) eovariante Form, deren Coefficienten aus den Grössen 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 30 
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e,, und deren nach den y, genommenen partiellen Derivirten der ersten 
und der zweiten Ordnung zusammengesetzt sind, durch 








2 1 3 2 2 1 3 3 1 
2(dy, dy, dy, dy) = = (0, 0,7, 7) (dy,dy..—dy.dy,.) (dy,dy..—dy.dy,.) 
bezeichnet, so gilt unter der hier obwaltenden Bedingung, dass die Form 
2g(dy) aus einer Form mit constanten Coefficienten Z dx; durch Hinzufügen 
der Gleichung yı = const. entstanden ist, die dort mit (14.) notirte Gleichung 

2 l 3 


di A; 
en, u wie Ur 
0,5.8°,%° 


2 2 1 3 3 l 
is U, lo,) (dy, dy, FR dy, dy,.) (dy, dy.. —dy, dy..). 


Es ist also vermöge der Gleichungen 


—3(0, 0", T, T) — Hola "Ur Ho, 
A nn A D, D, } 
jede Verbindung der Coefficienten 7, DD: welche allein durch die 
0 0 


aus den «,, zu erhaltenden partiellen Determinanten der zweiten Ordnung 
ausgedrückt werden kann, in der angegebenen Weise vermittelst der Grössen 
e,, darstellbar. Nach einem bekannten Satze lässt sich bei einem be- 
liebigen System von Elementen jede partielle Determinante einer geraden 
Ordnung durch die partiellen Determinanten der zweiten Ordnung ganz und 


rational ausdrücken. Hieraus folgt sogleich die angegebene Eigenschaft 


ur it D, D 
der Coeffieienten gerader Ordnung - DD, Um das Product aus zwei 
0 0 
Dir + 1 D;; +1 


Coeffieienten einer ungeraden Ordnung — p: zu untersuchen, bemerke 
0 


ich, dass bei der angedeuteten Darstellung der Nenner gleich dem Quadrate 
der Determinante |e,,|, der Zähler gleich dem Producte von zwei Aggre- 
gaten wird, von denen das erste eine lineare Funetion der partiellen De- 
terminanten der (2r-+1)!e® Ordnung, das zweite eine lineare Function der 
partiellen Determinanten der (2s-+1)te® Ordnung aus den Elementen u,, ist. 
Es bezeichne P irgend eine dieser partiellen Determinanten der (2r+1)t® 
Ordnung, Q irgend eine dieser partiellen Determinanten der (2s-+1)ten Ordnung, 
Dirzı Dar 
D, 
tiellen Determinanten der zweiten Ordnung ausdrücken, wofern die sämmt- 
lichen Producte PQ diese Eigenschaft besitzen. Dies ist aber, wie sich 
herausstellen wird, stets der Fall, sobald die Summe der beiden Ordnungs- 
zahlen 2r+2s-+2 gleich »+1 oder grösser ist. 


so lässt sich die Verbindung mittelst der in ede stehenden par- 
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Bei den Elementen u,., aus denen die Determinante P besteht, 
durehläuft der erste Zeiger o eine Reihe von 2r+1 verschiedenen Zahlen; 
bei den Elementen «,,, aus denen die Determinante Q besteht, durehläuft 
der erste Zeiger o eine Reihe von 2s+1 verschiedenen Zahlen. In diesen 
zwei Zahlenreihen müssen nun wenigstens zwei Zahlen übereinstimmen. 
wenn 2r+2s+2 —n+1 ist. Denn wenn die beiden Reihen in allen Zahlen 
differirten oder nur eine Zahl gemeinsam hätten, so müssten beziehungsweise 
9r+2s+2 = n+1 oder 2r+2s+1 — » verschiedene Zahlen auftreten, 
während überhaupt nur die »—1 verschiedenen Zeiger 2, 3, ... n vor- 
handen sind. Ich führe jetzt zwei Zahlen ein, die in den beiden Reihen 
vorkommen, und nehme der einfacheren Bezeichnung wegen an, dass es die 
Zahlen 2 und 3 seien; es möge ferner der zweite Zeiger r bei der Deter- 
minante P die Zahlen %, bei der Determinante Q die Zahlen w durchlaufen. 


u. ; ’ | . a oP s 
Wird nun die partielle Determinante der 2rten Ordnung 5, gleich P,, und 
r Kl, Zu | 
: } ii o() 
die partielle Determinante der 2sten Ordnung - —= (, , vesetzt, so eelten 
OO ou yo DO 
Pr3,w 


die Gleichungen 
y > 
Zu,.P.,=P, Zur, 0,,=0, 


Y 


Zu,P:.,=0, Z4,0,,=0,; 
% U 
und es entsteht für das Produet PQ die Darstellung 


< (Ur ,la,—Urg 1.) P2,05, = PO. 


yW 

Diese schliesst eine ganze und rationale Darstellung durch partielle Deter- 
minanten der zweiten Ordnung in sich, weil der Faetor u, u; ,— 4; „1, 
selbst eine solche Determinante ist, und die Factoren P,, und Q,, als 
partielle Determinanten von gerader Ordnung nach dem angeführten Satze 
durch solehe Determinanten ganz und rational ausgedrückt werden können. 
Hieraus folgt, wofern die Summe 2r+2s+2 —_n+1 ist, eine entsprechende 
D>,11Das41 

Ba 
den obwaltenden Bedingungen, wie behauptet worden, durch die Grössen e,, 
und deren nach den y, genommene partielle Derivirte der ersten und zweiten 


Darstellung der Verbindung Diese Verbindung ist daher unter 


Ordnung darstellbar, und desshalb eine Invariante der Form g(dy). 
Nach der soeben bewiesenen Regel ist das Quadrat der erwähnten 


E 1} = ® . 4 . 
ER sobald » eine die Zwei 
a. 


30 * 


Verallgemeinerung des Krümmungsmasses 





‚u. gegen. 8 
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übertreffende „erade Zahl bedeutet, eine Invariante der Form y(dy). Auf 
diese Weise ergiebt sich die am Schlusse der angeführten Arbeit Bd. 71 
par. 295 dieses Journals gewünschte Entscheidung, und es darf der Satz aus- 
xesprochen werden: 


Be; gi . wi. n—1 . ‚vr . 
Die Verallgemeinerung des Krümmungsmasses n ist für jedes un- 


gerade n eine Invariante der Form g(dy), und für jedes die Zwei übertreffende 
gerade n die Quadratwurzel aus einer Invariante der Form g(dy). 


Für den Werth »=4 fallen die aus den «,, gebildeten partiellen 


0,1 


Determinanten der zweiten Ordnung mit den adjungirten Elementen der 


Form 2u(dy) zusammen, und die nachgewiesene Eigenschaft des Quadrats 
D; Zu 
TE beruht auf dem Satze, dass das Quadrat der Determinante |«,, gleich 


der Determinante aus den adjungirten Elementen der Form 2u(dy) ist. Eine 


i D? A N 2 a 
Darstellung des Quadrats TE aus welcher diese Eigenschaft unmittelbar 


0 


herausgelesen werden kann, ist in dem Auszuge einer sehr bemerkenswerthen 
Arbeit des Herrn F. Souvorof „sur les caracteristiques des systemes de trois 
dimensions“ enthalten, welchen der Verfasser in Darbouxs Bulletin Bd. 4 
pag. 151 bekannt gemacht hat, und zwar befindet sich diese Darstellung in 
der mit (III,.) notirten Gleichung. 

Ks hat keine Schwierigkeit, die gefundenen Invarianten, welche einem 


gegebenen » entsprechen, übersichtlich zu ordnen. Aus den für die Zeiger 
D>,41Daszı 
D° 


0 


2r+1=n-l, 2+1=n-—1l, 2r+2+2 = n+l 


der Verbindungen eeltenden Ungleichheiten 


leuchtet sofort ein, dass jeder Zeiger mindestens gleich drei sein muss und 
höchstens gleich der grössten ungeraden Zahl 5 sein kann, welche nicht 
über »—1 liegt. Wenn man nun den ersten Zeiger 2r+1 alle ungeraden 
Zahlen von 9 bis drei durchlaufen lässt und verlangt, dass der zweite 
Zeiger 2s-+1 nicht grösser sei, als der erste, so entsteht das tolgende 


Schema, welches jede zulässige Verbindung einmal und nur einmal enthält 
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Jede Horizontalreihe umfasst zwei Verbindungen weniger als die vorher- 


gehende, und die letzte Horizontalreihe besteht aus der einen Verbindung 


i 
i 


D> 3 D;;; D; r D; 1 


- oder aus den beiden Verbindungen — und — 
0 D, D, 


1e ıchdem 


AL 3 7 5 
Pe" ie | sr’ ’ h 7 (h any’ I \ al 1 . + 1 I, ww w 711 ! .Yy* I say’ f 14 34 a I‘ 

n Vuecl Pr eine ungerade Zanl 1St. er erste Oder “der ZWwelte Fall 
s - : - ENRRER, °% ur AS, + JPRE WE SUGE TERER a 
tritt ein, Je nachdem die Anzahl der Verbindungen der ersten Horizoı 

a .. F} I > ı® viavch 1 1 . r II, ıy’y 0% h T „17 ] F a yırz da } I yı v ‘ ty st > ] ı 
reihe ungerade oder gerade ist. Hiernach wird die Anzahl der auftretenden 

( | 5 

7 ] - In 2 : Du EN .22. EEE (47 n BE \, . L\.1] PER 

Verbindungen im ersten Falle gieich (5 ; Im zweiten Falle gleich 
r ) 

A_AN2--3 

N ii ‚\P T J) y'’r 4 1® 1 4 . . 4 > . q 1° 17 \ . 
16 - Wenn man aber die keste einführt, weiche die Zahl » bei 
) 
Diviaı roh aion liefert a a | .; War 
der Division durch eier liefert, und die Zahl » in eine der Formen 
25 - nooarada 7 2. 2 "RER Wort 
setzt, so erhält die ungerade Zahl pP die entsprechenden Werthe 
4k—1, 4k—1. 4k “# 4k-+1. 
2 ı ‘) oa - 

I . r i? 7) er I ER - 1 . . 12 2 7 | f? 9 .. 

und die Zahl — ,— wird für die beiden ersten Reste, die Zahl —,— für 


die beiden letzten Reste eine ungerade Zahl. Mithin nimmt die Anzahl der 


« 


vefundenen Invarlianten den Werth 4° oder den Werth k(k-+1) an, je nach- 


dem die Zahl » in einer der beiden Formen 4% und 44-1. oder in einer 


der beiden Formen 44-+2 und 44+3 enthalten ist. 

Die gefundenen Invarianten liefern eine merkwürdige Determination 
D(w) 
D 


u 


für die Coeffieienten ungerader Ordnung der Funetion wie voraus- 


n - \ + z D nd 1 .. 
zusehen war, kommt hierbei der Coefficient ak welcher die Grössen u,, 
17, , selı Et . \ - 1 ıır BR . . D3 . . . 
inear enthält, nicht ins Spiel. Wenn die Invariante pj; einen von Null 
\7 yo 7 \ T + 1 « Bi... 1 = u. a0» ® 4 D; 1 r . + 
verschiedenen Werth hat. so wird der Coefheient n dureh die Ausziehung 


FW 


einer Quadratwurzel erhalten, und die erste Horizontalreihe des vorhin 


aufgestellten Schemas genügt, um vermittelst dieser Invarianten und der 
genannten Quadratwurzel alle übrigen Coefficienten ungerader Ordnung 


D»_2 D:_; D, . | 1 N r e: r | ’ n | 
nn +. n - Tauon: arzustellen. Krwäet man ferner, dass alle f- 
D. D. D wıonai darzustellen wägt man ferner, dass e (or 


. 7 Sr A 
heienten gerader Ordnung D’YDıe Invarianten sind, so entsteht das Resultat. 


v U 


/ | ME u Beh ' Br 
dass, wotern die Invariante 5; ticht verschwindet, die sämmtlichen Coef- 
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D(o) 


fieienten der Funetion - D 


“ . D [ 
mit Ausnahme des Coeffieienten 7- Invarianten 


0 0 


> 


. ® . 4 . D 
sind oder mit Hülfe der Quadratwurzel aus der Invariante —°- dureh In- 


D, 
. i i ep e , D: 
varianten rational ausgedrückt werden können. Wofern die Invariante u 
ww rY u . * e D};-: r . . 
gleich Null, dagegen die Invariante —; von Null verschieden ist, so ver- 


0 
schwinden alle Invarianten der ersten Horizontalreihe des gebildeten Schemas. 
a D;.> _. 2. . s . 
der Coefficient —, wird durch die Ausziehung einer Quadratwurzel bestimmt, 
0 
und vermöge dieser Quadratwurzel und der übrigen Invarianten der zweiten 
is \ ' WE D;_ D. i 
Horizontalreihe lassen sich die Coeffieienten m a rational aus- 
0 N) 
drücken. Auf diese Weise dient zur Bestimmung der Coefficienten ungerader 
R u D(o) . “ PY A | . 
Ordnung der Function - p _ |mmer die oberste Horizontalreihe des Schemas, 


0 


deren Glieder nieht sämmtlich verschwinden. 

Für die Erreichung des gesteckten Zieles war ein explieiter Ausdruck 
der Form u(dy) nicht erforderlich. Bei dem Ausdrucke, welcher Bd. 71 
pag. 285 dieses Journals gegeben ist, habe ich die Coeffiecienten derjenigen 
Form 29 (dy) = Ze,,dy.dy; angewendet, in welche die Form 2f(dx) durch 


die Einführung der » Variablen y, und y, transformirt wird. Für die gegen- 
wärtig geltende Voraussetzung, dass 2f(de) = = dx, ist, kann die Form u (dy) 
mit Hülfe der von den x, nach den y, genommenen partiellen Ableitungen 
folgendermassen dargestellt werden. Die Formeln (31.) auf pag. 283 und 
(32.) auf pag. 284 a.a.O. liefern für die Funetion A,Y(1, 1). indem die x, 
durch die dx, ersetzt werden, den Ausdruck 


rg ii n2 
iA\y(l,1) = ——— 2 A ae dx,dx,. 
yAa,1) » ox2.0y 


n oyı\ 
iD = (5). 
Der Bestandtheil 
>_"yı 
5 0%,0% 


de.da, = dy—E-d'x 


c 


nimmt durch die Einführung der » neuen Variablen y, und y, die (restalt an 


%Y, „8 du.d 
c or. a,b Oy.0Y Ya I 
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. e * Or OL, » W * . 
Wird jetzt die Determinante 1 ... öy mit © und die partielle Deter- 
$ ) ” . 
* oC . Yy “ . 4 or C, 
minante ———— mit (©, bezeichnet, so ist bekanntlich 4 De —-, und daher 
R EFN or, 0’ 


o\ — 
Oy, 7 
kommt für die Funetion 4,7(1, 1) die Umformung 


no 


2, 
Z& 23 —- = dyadys 
r „5 OYyoyı a: 


WED > „on 
va 


Da die Funetion 4,Y(1,1), wenn die der Gleichung y, = eonst. genügenden 

Variablen x, durch die unabhängigen Variablen y, ausgedrückt werden, in 

die Form 2u(dy) übergeht, so entsteht die gesuchte Transformation dieses 

Form dadurch, dass in dem vorstehenden Ausdruck das Differential dy, gleich 
Null gesetzt wird, und es ist 

2, 

aan Zur 

a > 


dy.dyı 


Demnach empfangen die Grössen «u,, die Bestimmung 


30 
e  OYoOYı 
v2C 


Gleichzeitig besteht für die Form 2g(dy) die entsprechende Darstellung 


U, T man 


. Dre 0%, © 
agldy) = 25 Oys © 


5 dy,dy,. 

Die Benutzung dieser Ausdrücke giebt bei »= 3 die Darstellung des 
Gaussischen Krümmungsmasses, welche in art. 10 der disquisitiones generales 
circa superficies curcas mitgetheilt ist. Ferner giebt dieselbe die Darstellung 

ie 


u, -, der angeführten Verallgemeinerung des Gaussischen 


0 
Krümmungsmasses, welche Herr AR. Beez in einem Bd. 7 pag. 387 der 
mathematischen Annalen ©. Neumanns publieirten Aufsatze „über das Krüm- 
mungsmass von Mannigfaltigkeiten höherer Ordnung“ entwickelt hat*). 


des Coetfieienten 


*) Derselbe Verfasser leitet in einem anderen Aufsatze „zur Theorie des Krüm- 
mungsmasses von Mannigfaltigkeiten höherer Ordnung“ Jahrgang 20, Heft 6 pag. 424 
von Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik, durch direete Rechnung die 
Gleichungen ab, welche ich vorhin aus Bd. 71 pag. 293 dieses Journals entnommen 
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Noch möchte ich den wesentlichen Unterschied hervorheben, welcher 
„wischen der im Vorigen erörterten Verallgemeinerung und einer anderen 


Verallgemeinerung des Gaussischen Krümmungsmasses besteht. Die Grund- 
eigenschaftt des Gaussischen Krümmungsmasses, von einer Biegung der be- 


treffenden Oberfläche unabhängig zu sein. kommt auch den auf der Oberfläche 
zu ziehenden kürzesten Linien zu. Hiervon ausgehend hat Riemann in den 
Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie an die Stelle von dem 
(uadrate des Linearelements einer Oberfläche eine beliebige wesentlich po- 
sitive quadratische Form von beliebig vielen Differentialen gesetzt, und 
seinen Blick auf die Mannigtaltigkeiten der ersten Ordnung gerichtet, welche 
den auf einer Oberfläche zu ziehenden kürzesten Linien entsprechen. Wenn 
jene quadratische Form mit 2g(dy) = =e, ‚dy,dy, bezeichnet wird, so sind 


dies diejenigen Mannigfalügkeiten der ersten Ordnung, für weiche die erste 


Variation des Integrais /V 2g(dy) verschwindet. Mit diesem Mittel schuf 


Riemann seine Ausdehnung des Gaussischen Krümmungsmasses. Es ist 
später möglich geworden, diesen Begriff, welchen wir Riemann verdanken, 


ohne KHinzuziehung jener Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung darzustellen, 
und er erscheint alsdann”) nach den oben gewählten Bezeichnungen als 


der Quotient von zwei der Form g(dy) zugehörigen Covarianten: 


und in den Zeichen — (0, 0’, T,T') = u, Ur —K,,.U, ;, dargestellt habe, und äussert 
die Vermuthung, dass die Relationen zwischen den Grössen (c,0',t,rt'), welche aus 
diesen Gleichungen folgen, von mir übersehen sind. Allein diese Relationen sind 
Bd, TI pag. 205 ausdrücklich erwähnt: dagegen hat Herr Beez verkannt, dass diese 
Relationen nur in dem Umfange bewiesen sind, als die Gleichungen gelten, aus denen 


sie zeschlossen werden, und dass die betreffenden G leichungen nur 80 lange gelten, 
l 
als die Form g(dy), zu welcher die quadrilineare Form 2(dy, a dy, dy) gehört, aus 


einer Form mit constanten Coeffieienten 4 N dx} durch Hinzufügen der einen Gleichung 


y, = const. entstanden ist. In demselben Aufsatze wird die Behauptung ausgesprochen, 
+ “ 5 u Di 
dass die Verallgemeinerung des Krümmungsmasses >». 
deren nach den y„ genommene partielle Derivirte nur für n = 3 darstellbar, dagegen 
tür grössere Werthe von » nicht darstellbar sei, mit alleiniger Ausnahme des Falles, 
wenn die Variablen x, rationale Functionen des ersten und zweiten Grades der Va- 
riablen y, seien. Diese Behauptung, deren Unrichtigkeit für ungerade Werthe der Zahl 


» bereits aus der Bd. 71 pag. 205 dieses Journals angeführten Eigeı nschaft des Ausdruckes 
D, 


n ersichtlich war, wird durch den oben in Betreff dieses Ausdruckes aufgestellten 


dureh die Grössen e,., und 


Satz auch für gerade Werthe der Zahl » widerlegt. 
”) Bd. 72 pag. 24 dieses Journals und Darbouzs Bulletin Bd. 4 pag. 150. 
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— 482. (dy, dy, dy, dy) 


S& (Co,r®o,ı — 6,7780 ,1)(dyo dyo a. dyo dy,)(dy: dy, ar- dy: dy: ) 


Ai 

Für den ursprünglichen Fall einer Fläche, wo a—1l=2 ist, wird dieser 
Quotient von zwei (ovarlanten stets von den eingehenden Differentialen un- 
abhängig und gleich einer Invariante, nämlich dem Gaussischen Krümmungs- 
masse selbst. Für einen beliebigen Werth der Zahl »—1 verschwindet 
der Quotient dann und nur dann, wenn die Form 2g(dy) in eine Form mit 
eonstanten Üoefficienten transformirt werden kann; er wird ferner dann und 
nur dann constant, wenn die Form 2g(dy) in eine gewisse besondere Form 
transformirt werden kann, welehe Transformationen in sich selber zulässt. 
Also bewahrt die Riemannsche Verallgemeinerung die drei Eigenschaften 
des Gaussischen Krümmungsmasses. bei einer Biegung der betreffenden 
Fläche sich nicht zu ändern, ferner zu verschwinden, sobald die Fläche in 
eine Ebene abwickelbar ist, und constant zu werden, sobald die Theile de 
Fläche in einander verschiebbar sind. 

Die vorhin behandelte Ausdehnung des Krümmungshalbmessers einer 
Fläche bezieht sich auf eine Mamnigfaltigkeit der (»—1)ten Ordnung, welehe 
aus einer Manmnigfaltigkeit der »te" Ordnung durch Hinzufügen einer Gleichung 
herausgenommen ist. Das Quadrat des Linearelements der Mamnigfaltiekeit 
der „tea Ordnung war Anfangs gleich einer beliebigen quadratischen Form 
n—1 
D 
das Produet der receiproken Werthe der »—1 Hauptkrümmungshalbmesser. 
Später wurde angenommen, dass die Form 2f(dz) gleich der besonderen 


| . I a 
2fidx) vorausgesetzt worden, und der Ausdruck vertritt dem entsprechend 


Form Fdx; oder in eine solche transformirbar sei. und nur unter dieser 
a 

er a D,_ 

Voraussetzung ist der obige Satz bewiesen worden, dass der Ausdruck D 


tür ein ungerades » eine Invariante, für ein gerades » die Quadratwurzel 
aus einer Invariante der Form g(dy) ist. Unter derselben Voraussetzung 


EURER FE " 
stellt der Ausdruck p für jedes » eine Invariante der Form g(dy) dar. 
6 
Dieser Ausdruck bedeutet, wie leicht zu erkennen, das Aggregat der 
n—2)(n— 3 ' . * 
— - » Amben aus den reeiproken Werthen der »—1 Hauptkrüm- 
mungshalbmesser, und wird daher für »=3 ebenfalls zu dem Gaussischen 
Krümmungsmasse. Er bildet zugleich ein Mittelglied zwischen der in 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. ol 
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Itede stehenden Verallgemeinerung des Krümmungshalbmessers und der 
hiemannschen Verallgemeinerung des Krümmungsmasses. Denn wenn für 
einen beliebigen Werth der Zahl »—1 der vorhin angegebene Quotient 
zweier Covarianten von den Differentialen unabhängig wird, und sich in eine In- 
variante der Form g(dy) verwandelt, so ist diese Invariante *) unter der mehrfach 


.. . f . 7 B . D ° 
erwähnten Bedingung 2f(dx) = & dx; gleich der Invariante 7; durch die 
zung er 


0 


—2)\(n —3 en 
Anzahl der Amben fe: N >), dividirt. 


Bonn. den 16. Deeember 1875. 


*) Bd. 71 pag. 294 und Bd. 72 pag. 33 dieses Journals. 
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Zur Theorie der Integration eines Systems von n 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit zwei unabhängigen und » abhängigen 
Veränderlichen. 

(Von Herrn Hamburger.) 


h. neuerer Zeit sind die Systeme simultaner partieller Differential- 
sleichungen erster Ordnung mit einer abhängigen Variablen Gegenstand 
zahlreicher und eingehender Untersuchungen gewesen, und Dank ihren 
Ergebnissen darf man die Theorie derselben, soweit sie die Integrabilitäts- 
bedingungen und die Zurückführung der Integration auf die geringstmögliche 
Zahl von vollständigen Systemen totaler Differentialgleichungen betriff 
gegenwärtig als abgeschlossen betrachten. Dagegen sind unseres Wissens 
hinsichtlich solcher Systeme simultaner Gleichungen, in denen die Zahl 
abhängigen Variablen mit der Anzahl der Gleichungen übereinstimmt, ausser 
der von Jacobi ausgeführten Integration einer gewissen Klasse linearer 
simultaner Gleichungen, keine allgemeineren Untersuchungen veröffentlicht 
worden. Man kann indess in gewissem Sinne die Mongeschen und Ampereschen 
Methoden zur Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit zwei Veränderlichen unter gewissen Integrabilitätsbedingungen und 
namentlich die von Herrn Natani in seinem im Jahre 1866 erschienenen 
inhaltreichen Werke*) gewählte Darstellung dieser Methoden, die ihn in 
den Stand setzte, dieselben auf Gleichungen mit mehr Variablen und von 
höherer Ordnung zu erweitern, als Beiträge zur Lösung des in Rede 
stehenden Problems bezeichnen. 

In der vorliegenden Abhandlung, welche durch das Studium der 
erwähnten Natanischen Untersuchungen über totale und partielle Difterential- 
gleichungen veranlasst ist, wird in den Paragraphen 1—3 die Integration 
von » beliebigen linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit » abhängigen und zwei unabhängigen Veränderlichen auf die Integration 


*) Die höhere Analysis in vier Abhandlungen (besonders abgedruckt aus dem 
Mathematischen Wörterbuche) Berlin 1866, p. 365—390. 


31” 
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mehrerer unvollständiger Systeme totaler Differentialgleichungen zwischen 
sämmtlichen »+2 Variablen zurückgeführt, sofern dieselbe möglich ist, 
wozu gewisse in bekannter Weise aufzustellende Integrabilitätsbedingungen 


erforderlich sind. Diese Zurückführung erfolgt durch Transformation der 


veeebenen Gleiehungen in andere, welche aus den ersteren dureh Multi- 
plieation derselben mit gewissen Faetoren und Summirunge der Produete 
erhalten werden. Die Beschränkung auf die Zahl von zwei unabhängiren 
Variablen, die keineswegs in den dabei angewandten Prineipien begründet 
ist, ging aus dem Bestreben hervor, in möglichst vollständiger Weise alle 
hierbei zu berücksiehtigenden Fälle in Betracht zu ziehen, was bei der 
venannten Beschränkung ohne allzugrosse Weitläufigkeit geschehen konnte. 
Die betreffende Untersuchung ergiebt, dass die von Jacobi integrirte Klasse 
simultaner linearer partieller Differentialgleichungen *) die einzige ist, welche 
zu einem einzigen Systeme von »+1 totalen Differentialgleichungen zwischen 
den »-+2 Variablen, also auf ein vollständiges System derselben führt. Die 
allgemeinen Lösungen, welche man bei der angewandten Integrationsmethode 
erhält, bestehen aus » Gleichungen von der Form F=y(f), wo F und f 
Funetionen der an+2 Variablen vorstellen, und g eine willkürliche Funetion 
bezeichnet. Eine wesentliche Ergänzung zu den in den ersten drei Para- 
oraphen enthaltenen Entwickelungen bilden die in $. 4 angestellten Be- 
trachtungen über die Gestalt der partjellen Differentialgleichungen, welche 
aus allgemeinen Integralen von der angegebenen Form durch Differentiirung 
und Eliminirung der willkürlichen Funetion abgeleitet werden. Man selangt 
dabei zu dem Ergebniss, dass, während im Falle einer einzigen abhängigen 
Variablen die aus einer solehen Integralform abgeleitete partielle Differential- 
gleichung bekanntlich stets linear ist, dieselbe im Falle mehrerer abhängigen 
Variablen ausser Gliedern, die in Bezug auf die partiellen Derivirten linear 
sind, noch solche Glieder enthält, in denen die Derivirten in den Verbin- 
dungen zweiten Grades: p,q,— q,p, auftreten, wenn P,...P,, 9ı-..q, die Diffe- 
rentialquotienten der » abhängigen Variablen, bezüglich nach der einen und 
nach der anderen unabhängigen Variablen genommen, bedeuten. Ein fernerer 
Unterschied gegenüber dem Fall einer einzigen abhängigen Variablen zeigt 
sich darin, dass zwischen den Coeffieienten der abgeleiteten Gleichung 


A . n(n—1) . . 
gewisse Relationen bestehen, deren Zahl —- ist. Stellt man die Be- 


9) 
= 


”) Bd. II, pag. 321 und 322 dieses Journals. 
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dingung, dass die Glieder zweiten Grades in der abgeleiteten Gleichung 
verschwinden, so ergeben sich für die Coetficienten der linearen Glieder 
„—1 Relationen, welche eben diejenigen sind, die von den Coeffieienten 
jeder der durch die vorhin erwähnte "Transformation erhaltenen Gleichungen 
erfüllt werden. Hierdurch erscheint die Bedeutung der zur Transformation 
angewandten Factoren, deren Verhältnisse bereits durch eine gewisse vor- 
eeschriebene Bedingung vollständig definirt waren, von einem neuen Gesichts- 
punkte. Indem ferner die in dem Früheren gegebene Lösung eine directe 
Bestätigung erfährt, wird man zugleich auf die Integration solcher simultaner 
partieller Differentialgleichungen geführt, in welchen die oben erwähnten 
Verbindungen der Derivirten vom zweiten Grade auftreten, falls zwischen den 
Coetfieienten derselben gewisse Bedingungsgleichungen bestehen, deren Zahl 
n—1)(n—?2 


&—— beträgt. Schliesslich folgt eine Anwendung hiervon auf die 


Integration einer partiellen Differentialgleichung xt Ordnung, deren Form. 
als eine Verallgemeinerung der Ampereschen Gleichung, von Herrn Natani 


oeben hat. 


herrührt, und für deren Integration er zugleich einen Weg angeg 


Für die lineare partielle Differentialgleichung »!e Ordnung, die in der 
ersteren als specieller Fall enthalten ist, hat Herr Natani die Rechnung 
ausgeführt, und die hier erhaltenen Resultate stimmen mit den Natanischen 
überein. 


sr 
Es seien x, y die unabhängigen Variablen, z,...z, » Funetionen von 
x und y, ihre partiellen Ableitungen nach x und y mögen beziehlich mit 
Pı»::P,, und g,...q, bezeichnet werden. Das zu integrirende System von 
n linearen partiellen Differentialgleichungen laute: 


\ ap, ng 7 a, P: + a Yı 7 er “ a) ’B _— Era 
1. | 
pt +apt+eig + toig, = 6, 


worin die Coeffieienten der partiellen Derivirten auf der linken, sowie die 
Glieder auf der rechten Seite beliebig gegebene Functionen von z, %, 21, ... 2 
bedeuten. 


N 


Wir multiplieiren die Gleichungen (1.) der Reihe nach mit den 
n (arössen /,.../,, welche noch zu bestimmende Funetionen von z, Y, 21 »-. 3, 
sein sollen, und addiren, dann erhalten wir: 
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het +lhe, = p(hat+la)+-+p, (hai + ++l,a 


' +4, (he ++) +++ q.(he +++ l,o” 
Andererseits ist identisch: 


Go) 


9 \A,dz, + +4,dz, = pAde+--+p,4,de 
ID.) ( 
+ A,dy+ + +g,4.dy, 


wo die Grössen 4....i, eine zweite Reihe noch zu bestimmender Funetionen 
von £, Y%, 2, ... z, darstellen. 

Ueber die Grössen ! und 4 verfügen wir nun derart, dass die 
Gleichung (2.) unabhängig von den Derivirten p,...P.>s 9ı--.q, eine Folge 
der identischen Gleichung (3.) wird. Dies ist der Fall, wenn folgende 
Gleichungen gelten: 


c. 


[Ads ++ A,dz, ) da | ), dx 
(4 | Lett nen la+-+la, Lan +. +1,a! 
| 4, dy 2.dy 
BR le! ILor Er la, + -[,% 
Hieraus ergiebt sich: 
j n 
2 dy La’ +... +I,o” an + +-l.ar 
(D.) u — eo |. ——_u, 
dx ge . ar lan + +l,a” a 
ö Adz +... + A,dz, le +-- le, 
(D.) ———_ _— —y, 
A dx la'—+..—-I„a” 


wo u und v neue Hilfsgrössen bedeuten. 
Aus (5.) erhalten wir zwischen den Grössen /,.../, folgendes System 
von » Gleichungen: 


[4 (ei = ai a) 4 en Hl, —-—au) = UV, 


7, (,—a,u)+.-+l,(e,—alu) = (, 
vermöge deren 
Mau... —au 
= Ap)=Vd, 
5 —alu...o— au) 
(8.) a EYE GAR TIERTTEN A") 
wenn man den Üoeffieienten des Elements a*—a/u in f(u) durch f’(w) 
bezeichnet, und für die Grössen A,...A, erhalten wir aus (4.): 


. 


IST, 


hy « ... u A, 


(9.) (= la +:-+/,a ° {la +. ++/,a” 


nun le; He +l,at ve: ha, +4... +10”. 
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Da die Gleichung f(«) = 0, welche die determinirende Gleichung in 
u heissen möge, vom n'® (srade ist, so erhalten wir den » Wurzeln derselben 
entsprechend aus (7.) und (9.) im Allgemeinen » Werthsysteme für die Ver- 
hältnisse der Grössen /..../, und A,...i,. Indem wir diese Grössen sowie v 


noch mit einem zweiten Index z versehen, um ihre Zugehörigkeit zur 
Wurzel u, anzudeuten, schreiben wir die Gleichungen (5.) und (6.) in 
der Form 
10) \ dy = u,dı, 

idz, ++ +Aidz, = Krv,de, 
wobei wir bemerken, dass die letzte Gleichung durch die Grössen / aus- 
gedrückt, mit Rücksicht auf (6.) und (9.), lautet: 
10) (Kat. +ka)ds ++ (kalt +lar)ds, = (keit +le,)de 
oder auch wegen (8.) 

(af: (u,)+-+aif”(u,))ds, + +lalf!(u,)+-+aif”(u,))dz, 


(ef; (u,)-++te,f(u,))de. 
(Letztere Darstellung kann jedoch, wenn u, eine mehrfache Wurzel ist, un- 
brauchbar werden, wenn nämlich alle f” (u,) gleichzeitig verschwinden). 

Das System (10.) von zwei totalen Differentialgleichungen zwischen 
den n-+2 Variablen «, y, 2,. ... 3, repräsentirt so viele solcher Systeme, als die 
determinirende Gleichung in « ungleiche Wurzeln hat, also deren z, wenn 
sie Jauter ungleiche Wurzeln hat. 

Für eine mehrfache Wurzel «,, die r, mal vorkommen möge, sind 
zwei Hauptfälle zu unterscheiden: 

l. Von den Gleichungen (7.) wird für «= u, nicht mehr als eine 
Gleichung eine Folge der übrigen, dann entspricht der Wurzel «u, nur 
ein Werthsystem der Grössenverhältnisse #...“& und das entsprechende 
System (10.) enthält, wie im Falle einer einfachen Wurzel nur zwei totale 
Differentialgleichungen; der Verlust an der Zahl der Systeme (10.) wird 
also nicht durch eine grössere Anzahl von Gleichungen innerhalb des der 
mehrfachen Wurzel entsprechenden Systems ersetzt. 

2. Es werden für «= u, mehr als eine der Gleichungen (7.), etwa 
s, Gleichungen, wo 1<s,<r,, Folgen der übrigen, was eintritt, wenn 
der Factor u—u, der Determinante f(u) zugleich ein gemeinschaftlicher 
Theiler aller Unterdeterminanten (a—s,+1)t*" Ordnung ist; alsdann sind die 


Verhältnisse der / durch die Gleichungen (7.) nieht mehr bestimmt, sondern 
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die Grössen / lassen sich als lineare homogene Funetionen von s, will- 
kürlichen Grössen ausdrücken. Indem man nun in der Gleiehung (10%, 
welche mit der zweiten Gleichung des Systems (10.) gleichbedeutend ist. 
für die Grössen / jene Ausdrücke substitwirt und die Üoeffieienten der 
willkürlichen Grössen auf beiden Seiten einzeln einander gleichsetzt, zerfällt 
diese Gleichung in s, verschiedene Gleichungen. Hierbei ist der Fall be- 
sonders ausgezeichnet, der aueh in der T’heorie der bilinearen Formen eine 
wichtige Rolle spielt *), in welchem nämlich s, =r, für alle Wurzeln «re, ist, 
Dann überschreitet die Zahl der Gleichungen des jeder vielfachen Wurze! 
entsprechenden Systems totaler Differentialgleichungen die Zahl zwei um 
r,— 1, also um eben so viel, als an der Zahl der Systeme durch den Grad 
der Vielfachheit dieser Wurzel verloren geht. Der in Rede stehende Fall 
enhält nach den Untersuchungen des Herrn Weierstrass a. a. ©. die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Formen 


P=23G.4, P=-2G2Y, 


durch lineare Functionen X,...X, von z,...z, und » andere Y....Y, von 
Yı..:%. in der Gestalt 
P nn Pı A, Y, + ur + P» Ä, Y, b) Ö Pı a, A, Y + ‚re + Pn U, X, Y, 


sich ausdrücken lassen. Die » den Gleichungen (7.) genügenden Grössen- 
systeme der /, welche man in diesem Falle im Allgemeinen auf unendlich viele 
verschiedene Weisen bestimmen kann, bilden bei dieser Transformation die 
verticalen Colonnen der Substitutionscoefficienten in den Ausdrücken der x 
als lineare Functionen der X; die Determinante derselben ist daher wesentlich 
von Null verschieden, was für das Folgende zu beachten ist. 

Zu dem betrachteten Fall gehört insbesondere derjenige, in welchem 
alle Wurzeln ungleich sind, ferner der Fall, wo alle Grössen / willkürlich 
und von einander unabhängig werden; man erhält alsdann ein einziges 
System von »+1 totalen Differentialgleichungen, das also, weil es nur eine 
Gleichung weniger als Variablen enthält, vollständig und folglich integrabel 
ist, während in allen übrigen Fällen zur Integration der bezüglichen 
Systeme (10.) noch die Erfüllung gewisser Integrabilitätsbedingungen, von 
denen später die Rede sein wird, erforderlich ist. Der letzterwähnte Fall 
tritt nur dann ein, wenn für alle und #, e,:a,=m ist, wo m eine beliebige 


*) Ve]. Berl. Monatsber. Mai 1868. Abh. des Herrn Weierstrass: Zur Theorie 
der bilinearen und quadratischen Formen pag. 331. 
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Funetion von 2, %, 21, ... 3, bedeutet, dann geht nämlich die determinirende 
Gleichung f(uv) =0 in 


Z+ala;...d” 


n 


.(u— m)" 0 


/ 


über, und in dem Gleichungssysteme (7.) zur Bestimmung der / werden für 
die »-fache Wurzel #« = m sämmtliche Coefficienten gleich Null, folglich kann 
jede der Grössen 4..../, jeden beliebigen Werth haben, und das System der 
totalen Differentialgleichungen geht daher, indem man in der Gleichung (10°. ) 
die Coefficienten der / auf beiden Seiten einzeln einander gleichsetzt, in 
folgendes System von »-+-1 Gleichungen über: 


| dy = md, 
Z pd =—— > , 
‘11 \ J ad, dz,+ + a,dz, u e,dz, 

(11. v 
a,dz, + ra,dz, = e,de, 


während das entsprechende System der partiellen Differentialgleichungen in 
diesem Falle lautet: 


a(pıtmq)+ta(p+tmgqg)-+"+-+ta,(p, Img) = e, 


ap tmg)ta(lptmg)t ta, (p.tmg,) = e,. 
Es lässt sich leicht direet darthun und wird ein Ergebniss des Folgenden 
sein, dass, wenn 
h=a, h=m, .:: fung 

die Integrale des vorhergehenden Systems totaler Differentialgleichungen 
sind, das System vorstehender partieller Differentialgleichungen die folgenden 
allgemeinen Integrale hat: 

DEU Ad)... ale) 0, 
WO ,...p, willkürliche Funetionen bezeichnen. 

Die von Jacobi integrirte Klasse simultaner partieller Differential- 
gleichungen hat nämlich für zwei unabhängige Variablen, auf die wir uns 
in dieser Abhandlung beschränken, die Gestalt 


0% 02 

A, r -+ A; . — B, 
OT Oy 
03 02. 

A, -H A, din - B; 
OL oy 


03 0% 
A, ——- +4, — Br 


0X oy 
wo A,, A, und B....B, Funetionen von x, Y, 2, ... 3, bedeuten. 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 32 
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Wie man ersieht, geht das obige System in dieses über, wenn man 
dasselbe nach p,-+mq,, ... p.+ mg, auflöst, oder, indem man dies bereits ge- 


.. ur} ® A, 
schehen denkt, wenn a; = 0 für alle r und s, für welche rs ist, m = z 


| 
und:i5-. im B, oesetzt wird 
a Bi > M ‚ 


Das System der totalen Differentialgleichungen wird in diesem Falle 
dy= md, ads, =e.dı, ada,=ede, ... adz,= e,d«, 
welches durch obige Substitutionen in das System der Differentialgleichungen 
dz,:d2,:--:da,:de:dy = B,: B,:---:B,: A,: A, 
übergeht, durch welches bekanntlich das in Rede stehende System partieller 
Ditterentialgleichungen integrirt wird. 


8.2. 

Wir gehen nun dazu über, den Zusammenhang der Integrale der 
Systeme (10.), deren Integrabilität vorausgesetzt, mit den Integralen des 
vorgelegten Systems (1.) zu entwickeln. 

Hierzu dient ein Satz, o. wir, um zugleich alle hierbei in Betracht 
kommenden Fälle, wie sie in $. 1 erörtert sind, zu umfassen, folgendermassen 
aussprechen: 

Ks sei « eine (ein- oder mehrfache) Wurzel der determinirenden 
Gleichung in «, und in dem dieser Wurzel entsprechenden System (7.) zur 
;estimmung der Grössen Z mögen s Gleichungen, wo s —1 ist, Folgen der 
übrigen werden, so dass sich die Grössen / als lineare homogene Functionen 
von s willkürlichen Grössen m,...m, ausdrücken lassen, in der Form 

11.) Lem +mm++n/m, (o=1,2...n), 
und es lasse sich das System der s+1 totalen Differentialgleichungen 
zwischen den »+2 Variablen &, y, 2, ... 2 


n 


dy = ud«, 
\r +... +nla)da,, = (de, +++ nm” e,)dz, 
12.) 
| hen “ i 
‚2 (a4 +m%ar)da, = (Ve, ++ +nle,)de 
h l 


durch s+1 Integrale 
u =CONE, 2... U,,, = eonst. 


identisch befriedigen, wozu, mit Ausnahme des Falles s=n, die Erfüllung 
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nn 


gewisser Integrabilitätsbedingungen erfordert wird; bestimmt man alsdann 
aus den s Gleichungen 


pa... )d, PU.) td. . 2 . pl...) > (), 


worin Y,...p, willkürliche Funetionen bedeuten, mit Hinzunahme von »—s 
anderen ganz beliebig angenommenen Gleichungen zwischen z, %, 2,, ... 3,, die 
Variablen 2,...2, als Funetionen von x und y, so genügen diese nebst ihren 
partiellen Derivirten erster Ordnung identisch einem Systeme von s linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, das aus dem vorgelegten 
Systeme (1.) hervorgeht, wenn man die Gleichungen desselben der Reihe 
nach mit 7, 77,, ... 7; multiplieirt und zu einander addirt, wobei dem Index z 
die Werthe 1, 2, ... s zu ertheilen sind. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zunächst, dass zufolge der 
Willkürlichkeit der Grössen m,...m, das Gleichungssystem (7.) für den be- 
trachteten Wurzelwerth z. durch jedes der s Grössensysteme 


1 2 n 


A a N © e7 5 7e SERRERT ) 


befriedigt werden muss, wenn man dieselben für das System /,.../, sub- 
stituirt. Man erhält hiernach: 


n’a' +... Ina” na! + I. n,e, 
‘ P4 4 . n / 
(13.) tl —— ” : un DOM Zu > 2 4 = “ \# az 1. 2. ... Ss . 
ö ‚ ala!’ --..- I n,a" N 4 
er. T ’%x i 71,4, 1 71,04, 


Der Voraussetzung gemäss müssen nun die totalen Differentialgleichungen : 
au ou ou ou | 
du = ——- de -— dy+-— da, ++. dz, = 0 
COX oy 03, ©2, 
für 
u. Ver. eh 
identische Folgen des Systems (12.) sein. Summirt man ferner dieselben, 
nachdem man sie der Reihe nach mit 


Oö, og, Ö, 


ou, ne N ER 


multiplieirt hat, sg muss auch jede der resultirenden Gleichungen 


Op, i Oy, Oo, d Op, 
— nee ' Bi a = > ri 2 -—t- 10 1 —4- r Ö . () 
a, de - dy dy ze Ft, ode, 
für 
5 u Dee 


eine identische Folge des Systems (12.) sein. 
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Dies führt, wenn man zur Abkürzung 
+ tm, Mat t+ne=g, 
einführt, zu folgendem System von »—s--1 simultanen partiellen Diffe- 
ventialgleichungen, denen jede der s willkürlichen Funetionen g genügen muss: 


op op op | Op op Op | 
O3, 03, 02, +1 ö3, 02, O2, | 
| 
m‘ TE 1000 7 | FRRBERER m‘ m, mi = (), 
1 1 | 1 - | 
ü m, m, wu m, m! m” 
(14.) | 
op (4 op 
02, oz a7 
m, m, g, = 0, 
1% n . 
1 $ | 
ı m, m‘ g. | 


(welches System beiläufig das System (12.) vollkommen ersetzt). 
Es lassen sich hiernach s Funetionen r*...r“ von der Beschaffenheit 
bestimmen, dass die »-+1 Gleichungen gelten: 


| Ö | | 
9 = rim. +rim 


l - ‚ $ $ 
OR, 
” 
* 
- 


(15.) Op, nr Kon PR 
| „= rm +'"+r’m; 
Or 
2 
rn) te 


Andererseits, wenn 2,...3, auf die Zu angegebene Weise als Funetionen 
von z und y bestimmt werden, ist identisch 


of, ı pr p UL > u‘ Pr i- 0 Oz EN Op, e® . pr u 0) 
OT O2, Bi 02, P: ! oy 03, 9: 02, Ir P 
und folglich ch 
E Oo E oO 'p Op, \ Pr 
= — a ie 
tra im (p-+-ug)- + ös, (Pr p. + ug,). 


% 


Hieraus und aus (15.) folgt: 


{ 1/ \ n n/ \ 
r; m, (Pıtu 9, +++m nie 
= j Lf, \ f 
rm (pı + ugq)t+ + mit Pa -uQ,)— CA 


| “ f \ 
rri im, \pı tu Q)+ rm, (pt u Ir 3-8) 
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Da diese Gleichung für z=1, 2, .... s gilt und die Determinante 


= +rir)...r' 
nicht verschwinden kann, weil sonst, wie aus (15.) folgt, die Functional- 
determinanten der g nach je s der „» Variablen z,...2z, genommen, ver- 
schwinden müssten, und demgemäss die oben vorausgesetzte Bestimmung 
der Variablen z,...z, als Funetionen von z und y unmöglich wäre *), so 
müssen die eingeklammerten Theile einzeln der Null gleich sein. 
Also 
m,(pı+ug)+"+mi(p,tug,) = 9, 
oder indem man für die m; und g, ihre Werthe wieder einsetzt: 


Atari t+ag)+ + (ala + +2ai)(p, + ug, 


und endlich mit Rücksicht auf die Ausdrücke 13.) für u 


1, (ap + +ap, ++ +a,g,)+t 
+), la pt +aip, teigıt + oig,) 
(16. i i | U 
| = n,„e +" +n7e,, 
wu li Ale Mi Q. ED. 


Wendet man den eben bewiesenen Satz auf alle og Systeme (12.) an. 
die den verschiedenen Wurzeln der determinirenden Gleichung in u: 
Se 


mit den zugehörigen Zahlen s,, 5, ... s, entsprechen, wo s, +84 +8, n 


[2 


ist, so ergiebt sich, dass, wenn man aus den , +8, +--+s, Gleichungen 


Ge) eat rn) td, 


m. eat ur) wit. 


die man aus der Integration der betreffenden als integrabel vorausgesetzten 
Systeme auf die angegebene Weise erhält, und wo 9,...9,. wı..W, u. 8 f. 


i 


willkürliche Funetionen bezeichnen, mit Zuhülfenahme von n— (s,++---t+3 


DJ 


beliebig angenommenen Gleichungen zwischen z, y, z.. ... z, die Variablen 
ie) > j Y, 1 N 
3,...2, als Funetionen von z und y bestimmt, diese mit ihren partiellen 


*) 


Zwischen den Funetionen %,...9, würde nämlich in diesem Falle eine die 
Variablen z,...z, nicht enthaltende Relation existiren. Einen strengen Beweis hierfür 
indet man in der Abh. des Herrn Zajacrkowski: Zur Integration eines Systems ete. 
Grunerts Archiv 56, 2. 1874. p. 169 ff. 
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Derivirten erster Ordnung +8: "- Hs, (rleichungen von der Form (16. 
identisch befriedigen, in denen die Coeffieienten 7 ebensoviele von einander 
unabhängige Grössensysteme darstellen, welche dem Gleichungssysteme (7. 
für sämmtliche o verschiedene Wurzeln » (s, Grössensysteme für u = u, 
genügen. 

In dem besonderen in $. 1 hervorgehobenen Fall, dass für jede 
Wurzel der determinirenden Gleichung in « gerade so viele Gleichungen 
des Systems (7.) Folgen der übrigen werden, als der Grad der Vielfach- 
heit der betreffenden Wurzel beträgt, und »ur in diesem Fall, ist 

stern, 
also auch die Zahl der willkürlichen Funetionen, sowie die Zahl der Glei- 
chungen von der Form (16.) gleich », und da die Determinante der 
Grössen rı (vgl. pag. 248) nicht verschwindet, so müssen einzeln die Grlei- 
chungen bestehen: 


t j f : 
a,pı we 5 ...- ad.Pp, + ur qı + a An = &. 


ap tr tap Taıt ton = 
welche die des vorgelegten Systems (1.) sind. 

Daraus ergiebt sich folgender Satz: 

Hat die Determinante fi) nt Grades in » die Eigenschaft. dass 
jeder lineare Theiler, wenn er in derselben smal vorkommt, auch ein ge- 
meinschaftlicher Theiler aller Unterdeterminanten (»—s+1)ten Grades ist, und 
zwar mögen die verschiedenen Factoren u —ı,. uU—in, ... u— u, bezüglich 
$1, 82 ++. 5, mal in f(w#) enthalten sein (s.+8:+ +5, = n), so bilde man die 
Wurzel «, entsprechende aus s,+1 Gleichungen besteht. In der Voraus- 
setzung ıhrer Integrabilität seien ihre vollständigen Integrale 


u = const.. 2%, = const., u ., = const., 


u) = const., a = const., u, 1 = const., 
dann hat das vorgelegte System (1.) linearer partieller Differentialgleichungen 
zu ihrer allgemeinen Lösung die » Integrale 


l 1 1 
Ge) et, --- u) et, 


0 ah nn 
Piu-.-W,41) BR, pa u 4)=d, 


wo die p willkürliche Funetionen bezeichnen. 


o Systeme (12.) linearer totaler Differentialgleichungen, von denen das der 
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In dem Falle der ungleichen Wurzeln ist o=n, s =, =" =s, =|1. 
Es giebt alsdann » Systeme von je zwei totalen Differentialgleichungen, 
von denen das der Wurzel «, entsprechende nach (10.) lautet: 


Ä | dy = u,de, 

10) I Be at 
tirda, + +Aidz, = Av,de. 

Bezeichnen 

u = const. WW = const. 
die Integrale derselben, dann sind 
u, =t, u, =(, ... 9,w,w)=0, 

WO 1.4, willkürliche Funetionen bezeichnen, die Integrale des Systems (1.). 

Hierbei bemerken wir, dass das System (10.) durch das System von 
n simultanen partiellen Differentialgleichungen 


O6 op op 
u Eu SE oO 
\ OX oy 03, 
| rc elrı 
| u OPx __ ax IP 
s - \ ir a — hr - . — 0, 
17. O2, O2, Ä 
| „0 WRAZ 
dh Fr | An u - 0), 
c In C S, 


denen jede willkürliche Funetion von «a, und o, genügen muss, ersetzt 
werden kann. Das System (17.) ist dasjenige, in welches das System (14.) 
für den Fall s= 1 übergeht. 

In dem Falle endlich, der am Ende des vorigen Paragraphen an- 
seführt ist, wo f{u) eine »!* Potenz ist, und die der einzigen Wurzel ent- 
sprechenden Z sämmtlich willkürlich werden, ist e= 1, , =n. Das einzige 
System totaler Differentialgleichungen, welches in diesem Falle existirt, 
ist das aus »-+1 Gleichungen bestehende (11.) im vorigen Paragraphen, 
und wenn 


u, = CoOnSt., u, = const, ... U, COonst. 


die a+1 Integrale derselben sind, so sind nach dem vorhin bewiesenen Satze 


He) u) en) = td 


die » Integrale des Systems (1.), wie bereits an der bezeichneten Stelle des 
vorigen Paragraphen angegeben ist. 

is bleibt noch übrig, das Verfahren anzugeben, welches einzu- 
schlagen ist, wenn s +8,+-'+s,<In ist. 


) fl 








Hamburger, zur Integration linearer partieller Differentialgleichungen. 


Alsdann erhält man o Systeme von resp. $ı, 82, ... 5, totalen Diffe- 


ventialgleichungen, und es ist oben bewiesen worden, dass die ss + 82-4 +5. 
Gleichungen 

18, plan) =0 PM) =, NR 

Ale ae re ul ed 
welche aus ihrer Integration erhalten werden, die s,-+82+"+s, Gleichungen 
von der Form (16.) zur Folge haben, wie auch die noch fehlenden 
n— (sı +++ $., 

Integrale beschaffen sein mögen. Das System (1.) wird daher, wen 


! 


der Kürze wegen ,+s+''+s,= m gesetzt wird, vollständig befriedigt. 


wenn noch »—m Gleichungen des Systems (1.), die keine Folgen der 


(Gleichungen von der Form (16.) sind, durch die übrigen Integrale be 
friedigt werden. Bestimmt man nun aus den Gleichungen (18.) z,. 2. ... z 
als Funetionen von 
Zmtis S m+?2s BE Dns LT, Y, 
su ih a BErnibar + Bi) 


ınd durch Differentiation die partiellen Derivirten: 


_ dw, , dm, | ow 20. Mh , le ‚ Om, 
u re a; tt ÖE. Pas ar Tr dan. Part dx Pr: 
00, , dw, ‚dw, dm. , Om, 0, 

Ey Ti TI m I 


als Füunetionen derselben Variablen und setzt diese Werthe für z,...2.. 
Pı---Pas rm In die bezeichneten a—m Gleichungen des Systems (1. 
ein, so ist die Aufgabe hierdurch auf die Integration eines simultanen Systems 
von n—m=n—(sı+4'"-+s,) linearen partiellen Differentialgleichungen mit 
ebenso vielen abhängigen Variablen redueirt. Die Integrale dieses Systems 
liefern die noch fehlenden Integrale des ursprünglichen Systems. Das 
eben erwähnte Reduetionsverfahren, das übrigens in allen Fällen an- 
wendbar ist, wo ein Theil der Integrale des Systems (1.) bekannt ist, is! 
da nothwendig, wo zwar s, +5; +++s,=n ist, aber nicht alle Systeme 
der Form (12.) integrabei sind. 


$. 3. 
Wir fügen an das Vorstehende die Angabe der Bedingungen, welche 
die Coeffieienten des vorgelegten Systems (1.) erfüllen müssen, wenn die 


Dysteme totaler Differentialgleichungen, auf welche dasselbe zurückgeführt 
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wird. unbeschränkt integrabel sein sollen. Wir beschränken uns hierbei, 
um Weitläufigkeiten zu vermeiden, auf den Fall, wo die determinirende 


Gleiehung in « lauter ungleiche Wurzeln hat, und setzen in dem u = u 
entsprechenden System (10.) zweier totaler Differentialgleichungen eines der 


x 


*, etwa 47 =]1, was wir, da nur die Verhältnisse der 4” bestimmt sind, 
unbeschadet der Allgemeinheit thun können, so dass es lautet: 


dy = u,d«, 
(10.) ne 


I} 


i 


dz,+75d2,+++--+ 4/dz, v,de, 


wo nach (9.) und (8.) 
Ip; 
= af (u) ttafilu)ensaf(lu)t traf (u) 
= af lu) tertaf (a): fu)teetonf (u) 
und nach (6.) 
Yen ef (u) +: + enfi ur) 
af (a,) + rauf: (u.) 
Ist. 

Lässt sich das System (10.) durch zwei Integrale identisch befriedigen, 
so dass man durch dieselben y und eines der z, wir nehmen an 3, — und 
in dieser kücksicht haben wir 47=1 gesetzt —, als Functionen von x 
und den übrigen z ausgedrückt erhält, so gelten für ihre Derivirten die 
Gleichungen: 


02, j 03, 03, 
- = — ber, S_ — / 3 = V. 
OR, OR, OL Pr 
01 cı O1 
er I.—0, Pur IBER ıY I = Mi 
02, O2, 0x | 


wenn wir, was auch im Folgenden geschehen soll, den oberen Index z der 
Kürze wegen fortlassen. 
Aus diesen folgen denn unmittelbar die Integrabilitätsbedingungen: 


Ob, OR . oh, DM, . 
2 7 > En « N h — “3 SEE Eee Ars 
03, 03 03, 02 

l 1 
oh oh o4 cv oV _, 
nd I - x 4 ra Zn Lu = 4 - Äh 

a\ n u; En } ‚ “2 I w 0» 
(19.) \ OL OR, oy O2, 03, 

ou ou , 
ee, 
Uro O2, 

‘ c (>) 
mn  ;:.. m. BE 8 ‚.cäh 


im Ganzen also 
R—I)n—2) 
1.2 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 3. 


ıyupegi pii en 
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Bedingungsgleichungen für jedes der Systeme (10.). Die Anzahl der Be- 
dingungen, welche man im Allgemeinen dafür erhält, dass zwei Differential- 
sleichungen mit n-+2 Variablen durch zwei Integrale JR erfüllt 


. . —I)n—?2 
werden, beträgt »(» —1)*); die eben gefundene Anzahl ist um - mul ne 
. © 
seringer, was daher kommt, dass in unserem Falle wegen e —=( die 
$ 
(n—1) (n— 2) 
Eu wi Bedingungen 


d /oy ©) 
da, ( = 7% 0% = 
hier sich von selbst erfüllt finden. 

Wir bemerken noch, dass man auf dieselben Gleichungen (19.) | 
führt wird, wenn man nach der Jacobischen Methode die Integrabilitäts- 
bedingungen des das System (10.) ersetzenden simultanen Systems linearer 
partieller Differentialgleichungen (17.) mit der unbekannten Function y, 
und den »-+2 unabhängigen Variablen z, y, 21, -.. 2,(4, =1 gesetzt) auf- 
sucht. Bezeichnet man die letzteren mit 91, Qa5 - ++ u,2 und Fr mit p,, 


so lauten die Bedingun;: UNEEEES n bekanntlich 


(20.) (f ra T-- ’/cho Ofo “4 Ofe sfe\ rn 
IF ar \ÖGa Pa Oga Opa ‚’ 
wenn die Gleichungen (17.) der Kürze wegen mit \,=0, h=9,... f,= 


bezeichnet werden. 

Die identische Erfüllung der Gleichungen (20.) für alle Combinationen 
o, o aus den Zahlen 1, 2,...r ist mit der Erfüllung der Gleichungen (19.) 
äquivalent. 

Man erhält nämlich (A, =1 gesetzt) 


Se. De na 1, Ahl_g Isa... m 
\ 03, oz, 02, 02, GI. 9 EN... M, 
I()° \ Op | Ohr 4 Ge Pa Ok, y ovN 
re 03, 0x oY. 0% 03, 92, ) 
| Oy\cou ,„ ou) 
N [3 
\ u , Te —/ — — () 9] pas 2, 3 ... 
dy (ds, 5) i Ei 


Der Vollständigkeit wegen fügen wir noch einige Bemerkungen über 
den Fall hinzu, dass die Gleichungen (19.) nicht sämmtlich erfüllt sind. 
Zunächst ersieht man, dass alsdann die Gleichungen (20°) auch nicht in Folge 


*) Abh. des an Natani „Ueber totale und partielle Differentialgleichungen“ 
dieses Journal Bd. 58 $. 4; vergl. auch „Höhere Analysis“ pag. 317. 
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der Gleichungen (17.) sämmtlich erfüllt sein können, denn diese lauten: 


op ralrı ot 

—.- = —u ad v.“ $. 

OL oy OR, 

Oy jr og ‘ 

ZUM We. PR DE SEHEN 
O2, cz, 


; op op a nd ’ 
geben also zwischen a und 2 keine von g wnabhängige Beziehune. 


I, 
Alsdann ist aber nach der Bourschen Regel die Möglichkeit einer simul- 
tanen Lösung des Systems (17.) nur dadurch gegeben, dass man zu den 
in demselben enthaltenen Gleichungen noch die nicht identisch gültigen 
unter den Gleichungen (20°) hinzufügt, und untersucht, ob das um diese 
Gleichungen vermehrte System die Integrabilitätsbedingungen erfüllt. Nun 
können aber diese neuen Gleichungen, da sie nicht identisch gelten, 
abgesehen von dem Falle, den wir hier übergehen, dass die ersten 
rue Gleichungen in (19.) gelten, während die übrigen nicht erfüllt 


sind, nur dann bestehen, wenn einer der drei Fälle stattfindet: 
op ot op O6 
1)? Fu di ya ag sg Mag Hg, 
02, . oy 0%  - 
Der letzte Fall, welcher die Gleichungen 


u Ku nA 


Ox O2, Be 


nach sich zieht, giebt die selbstverständliche, aber für den vorliegenden 
Zweck unbrauchbare Lösung g = const. 

Der erste Fall hat zur Folge, dass eine blosse Function von x 
und y ist, welche der Gleichung 


oO p oo 
= +u-— T 
OX oy 


— 


genügt, wozu erforderlich ist, dass « eine blosse Funetion von z und y ist. 
Ist alsdann «= const. das Integral von dy = udx, so ist die simultane 
Lösung des Systems (17.) in diesem Falle y(x»), wo g eine willkürliche 
Function bezeichnet, liefert also zu den Lösungen des vorgelegten Systems (1.) 
das Integral „(@a)=0, welches aber in Wahrheit nur ein partieuläres In- 
tegral, nämlich «= const. vorstellt. Im zweiten Falle, wo von y frei ist, 
und den Gleichungen 
33” 
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zu genügen hat, müssen v und sämmtliche 4 von y frei sein, und ausserdem 


n(n—1 e 
die ——— ee 


wi 





Ob ol, u Pong u Br. 
B ge er ee 

O2, 0%, 03, 02, s m DZ 4 . n 
OA, ov oA OV 

Be +r5 = ,— 0, 0=23,3,...n, 
02 0% z, 03, | 


erfüllen. Ist «= const. das Integral der unter diesen Bedingungen in- 
tegrablen Gleiehung 
da, +4,dz,+++4,ds, = vde, 

so ist in diesem Falle y(w) die simultane Lösung des Systems (17.) und 
liefert zu den Lösungen des Systems (1.) wiederum nur das partieuläre 
Integral «= const. In allen diesen Fällen beschränkter Integrabilität einiger 
der Systeme (10.) totaler Differentialgleichungen fehlt daher den aus ihrer 
Integration hervorgehenden Lösungen des Systems (1.) wegen des ent- 
sprechenden Ausfalls an willkürlichen Funetionen die erforderliche Allge- 
meinheit. 

Wenn die Coefficienten des Systems (1.) die Functionen z....2, 
selbst nicht enthalten, dann sind auch « und v blosse Funetionen von & 
und y, und die erste der Gleiehungen des Systems (10.) dy= udx, die nun 
integrabel ist, habe das Integral f(z,y)=e. Damit die zweite Gleichung 

dz,+4,ds, + +4,ds, = rde 


integrabel sei, ist nur noch erforderlich, dass, wenn man in 4,...i, die Va- 
riable y mittelst des ersten Integrals eliminiri, x gleichzeitig herausfällt, 
so dass die Grössen A constant werden. Dies tritt ein, wenn für o=2, 3, 
4 Die a — (0 
oy 

stattfindet, auf welche a—1 Bedingungsgleichungen in der That in diesem 
Falle die Integrabilitätsbedingungen (19.) sich redueiren. Das Integral der 
zweiten Gleichung lautet alsdann 


that +18, /vde = 6, 


wo das 
Integra 
von x 


daher 
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wo das Integral [vda in der Voraussetzung genommen ist, dass vor der 


Integration für y der Werth aus der Gleichung f(z,y)=e als Function 
von x gesetzt ist. Als allgemeine Lösung des Systems (1.) erhält man 
daher 


\ 


\. +42, +. +42,— /v,de = F,(f,(z,y)). 
ae, 2,V..0 8), 
wo F,, FR... ... F, willkürliche Funetionen bezeichnen. Hierbei ist aber in 
den 4 und nach vollzogener Integration in » f(z,y) für e zu substituiren. 
In dem besonderen Falle, wo die Coefficienten a und « des Systems 
1.) sämmtlich constant und die e blosse Functionen von z und y sind, 
also die 4” und u, constant und die v, blosse Functionen von x und y sind, 
lässt sich die Integration durch blosse Quadraturen bewerkstelligen. Man 
erhält als Integrale der Gleichungen (10., 


\atA2t + 13, — [v,da =. 0, 
| 


\ 


2.) 
1 u,cH+Pß, 
wo in [v.de vor der Integration «,c+/ für y, und nach der Integration 
y—-u,xz für P substituirt ist, und hieraus als allgemeine Lösung des 
Systems (6.) 
a+t224+..+ 3, — [v,de = F,(y-u,®), 
er 5 ... WM) 
8. 4. 
Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen als Integrale des 
Systems (1.) Gleichungen erhalten von der Form: 
o(F(z,y,3,..3), f(l2,9 8, ..-3) = 0, 
welche wir auch schreiben können: 
24.) 2, 43-3) = Plfla, % 31, ---3,)), 
wo p eine willkürliche Funetion bezeichnet. Wir stellen uns jetzt allge- 
mein die Frage: Wie müssen die partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit » abhängigen und zwei unabhängigen Variablen beschaffen 
sein, wenn ihre Integrale die Form (24.) haben sollen? 
Zu dem Ende differentiiren wir die Gleichung (24.) nach x und y 
und dividiren die Ableitungen auf beiden Seiten, wodurch die willkürliche 
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Function verschwindet, 
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erhalten: 
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(25.) Ne + 3 a )Pı tt (En)Ps f@rrf& JP, - St FEnPn 
a: IWF ten FH) ++) ’ 
.. ne / „e OR ie , \ Yu ON . © 
wo zur Abkürzung (x) für Br 5 (z,) für —— gesetzt ist, woraus sieh 
0%, 


partielle Differentialgleichung ergiebt: 
ÄAsAE fl / FR j r \ \ ' u y \ u | \ B \ 
EA -ENF AHA -EHNF (2n))P 
! el’ R RZ SA z \ 1; \ N f Ca / N, \ Ef ar; .\ 
\+(5 7 f nz 27 28} f \T )n+ +6 (If \2, 13 (z,)f A )q, 
“ N \ #5; \ ul 7 \ au f \ 
+3 32-8 uf (2) (Pr Pr) 
FE vr Ir’. N\Nplr 
= swf) -Fa)f WW, 
i, von einander verschieden, die Zahlen 1 bis » durchlaufen. 
Wir gelangen so zu dem Ergebniss, dass die aus der Integralform 
resultirende partielle Differentialgleichung ausser den linearen Verbin- 



























wo zZ und 


24, 


dungen der partiellen Derivirten noch Glieder enthält, in welchen diese 


Im Falle 


Derivirten in gewissen Verbindungen zweiten Grades vorkommen. 
einer einzigen Funetion resultirt bekanntlich aus der Integralform 


30, 9,3) = (fm, y, 3) 
stets eine lineare partielle Differentialgleichung, was übrigens auch aus (26.) 
folgt, da alsdann die erwähnten Verbindungen zweiten Grades nicht existiren. 
Andererseits bestehen in dem Falle »> 1 zwischen den Üoeffieienten der 
partiellen Derivirten in (26.) eine Anzahl Itelationen, 


nieht vorhanden sind. 


welche für » =] 


In dem Falle, dass die aus (24.) 
gleichung linear sein soll, 


resultirende partielle Differential- 
bestehen dieselben zunächst darin. dass 


53) > lan 
a) Pa, ©: 7% 
Dies stimmt mit unseren früheren an überein. 
‘5 und f stellen die Integrale eines der 
dieser Integrale muss. 


ni nr 
u ü (z ) au 
21. 1 im 


sein muss. Denn 
(10.)*) dar und jedes 
wie gezeigt, dem simultanen System (17. 
Es muss also Statt haben: 


Systeme 


genügen. 


*) Wir dürfen uns hier, wo es darauf ankommt, die aus der Form des Integrals 
(24.) allein hervorgehenden Bedingungsgleichungen für die Coeffieienten des Systems 
(1.) zu finden, auf den Fall, dass die Sy steme totaler Differentialgleichungen nur aus 
je zwei Gleichungen bestehen, beschränken, da im entgegengesetzten Falle die Coef- 
ficienten von vorn herein gewisse Bedingungseleichungen “erfüllen müssen. 
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\ jr el / . P nn. ’ 
a) = ha Ay 3, . . . . I, e5 \ Zn u A, ıy Sr k 


[A| 
| 


' u 
by 25 
uf (2) —_ »f (a . Br uf 2.) = A F 2, 

woraus sich die helationen (27.) ergeben. Aus diesen folgt ferner: 


a Sat ni lat 2 2... HAN) — Fe) 

a OT CH EEE ER T  I IEREEL EST) 
Diese nr —1 ER, TE den Coefficienten der p und gq in (26.) sind 
offenbar gleichbedeutend mit den Relationen (5.) in $.1. welche zwischen 





den Coeffieienten derselben Derivirten in der Gleichung (2.) aufgestellt 
sind. Man erkennt daraus die Bedeutung der dort angewandten Multipli- 
catoren ! von einem neuen Gesichtspunkte, dass sie nämlich die Bestimmung 
haben, aus den gegebenen Gleichungen des Systems (1.) solche herzu- 
stellen, zwischen deren Coeffieienten die Beziehungen stattfinden, welche in 
einer aus einem Integral von der Form (24.) abgeleiteten Gleichung, wie 
eben gezeigt, bestehen müssen. Setzt man vollends sämmtliche 2» Ver- 
hältnisse der Coefficienten in der Gleichung 2.) $. 1 den entsprechenden 
Verhältnissen der Coefficienten in (26.) einzeln einander eleich, so kommen 
zu den obigen Beziehungen noch »+1 Gleichungen hinzu, und da diese 
nur zwei unbekannte Functionen, 5 und f (in ihren partiellen Ableitungen) 
enthalten, so sind, falls nicht z=1 ist, von den Coeffieienten der Glei- 
chung (2.) noch weitere Bedingungen zu erfüllen, welche eben die im Vor- 
hergehenden besprochenen Integrabilitätsbedingungen sind. 

Die totalen Differentialgleichungen des Systems (10.) werden bei der 
erwähnten Gleichsetzung der Gleiehungen (2.) und (26.) folgende: 

 T-E-e-Fedh 
2) UNSINN EN - ENTER) de 
| + N-FyN)fe))de = 
Indem wir nun zeigen werden, dass 5 = 





und f= const. in der 
That Integrale dieser Gleichungen sind, erhalten wir nieht nur eine directe 
Bestätigung der gewonnenen Ergebnisse, sondern zugleich einen Weg zur 
Integration eines Systems, in welchem die p und g ausser in linearer Form 
noch in den Verbindungen p,g,—g,p; vorkommen, falls dasselbe allgemeine 
Integrale von der Form (24.) zulässt. Die erste der Gleichungen (29.) 
können wir schreiben: 
—! m r/ ' r \ ' in .4r; La m ! \ ) IR 
Sfarderfindy-Fia)sle)dersiy)dy = V. 
Vermöge der Gleichungen (27.) wird der Ausdruck auf der linken Seite 
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nicht geändert, wenn in der ersten Klammer 
f(z)ds +f(22)dz, ++ f’(z,\dz, 
ın der zweiten Klammer 
ads tz da+ + (2, de, 
hinzugefügt wird. 
Die erste der Gleichungen (29.) geht also über in 
ya )df-f(z)dy =. 


Die zweite Gleichune schreiben wir: 


oO 
FyiSz)de+ 5'(21)daı ++ 9'(2.)dz,| 
—F(y)ifka)dc+ f(z)dsit--+f2,)da, = 0 
und, indem wir in der ersten Klammer 5(/y)dy, in der zweiten f’(y)dy hinzu- 
fügen, wodurch der Ausdruck nicht geändert wird: 
Fiyds-Sy)df =. 

Das Gleichungssystem (29.) wird demnach durch 5% = const., f = const. 
integrirt. 

Dies führt uns nun unmittelbar dahin, aus den Coefficienten der 
Gleichungen (26.), auch in dem Falle, dass die Glieder zweiten Grades 
nicht fehlen, also die Relationen (27.) nicht gelten, zwei totale Differential- 
gleichungen herzustellen, deren Integrale % = const. und f= eonst. sind. 
Man erhält sie aus (29.) leicht in folgender Gestalt: 


TEN EIN) LY- DE) - FE) R)) dr 

+ E(a)f (8) - Fa) f))de, = 0, 
(EEE EEN-ENFE)E, 
+8) fy IR 3(y f'(x))dx 2 0. 


welche sieh unmittelbar wie oben in der Form 


rd a)di = 0, 
fiyds—Hiy)df = 0 
schreiben lassen und folglich die genannten Integrale haben. 

Um nun dieses Resultat auf die Integration eines Systems, welches 
die wiederholt erwähnten binären Verbindungen zweiten Grades enthält, an- 
zuwenden, ist es zunächst nöthig, die Relationen zu betrachten, welche 
zwischen den Üoefficienten von (26.) im allgemeinen Falle bestehen. Bildet 
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man aus den beiden Reihen von je a-+2 Gliedern 
carr \ Canr \ Cer/ \ ltr \ 
or, Sy, Dia ++ Din, 
1, \ ee‘ 2 \ N, 
fie), f\y). f Di), u f Sn), 
indem man je zwei Colonnen derselben zussmmensetzt. alle möglichen 


(at 2)(n -1) £in 
Fr - ist. so stellen 


Determinanten zweiten Grades, deren Zahl 
diese sämmtliche Coefficienten von (26.) dar. 
Nun besteht aber zwischen den sechs Determinanten 
Ak) = ab,—a,b, 
die man aus den vier Colonnen 


a, d, da; a; 


Bin, a 
bilden kann, die Relation 
[1,2,3,4] = (), 
wo allgemein 
, k,l,m] = [i, klTl, m) -+ le, m, kl+Ti, m) |k,!). 
Hiernach erhält man aus je 4 von den a+2 obigen Colonnen \e ae i an 
n(n—1 won 
2 


hängig und zwar diejenigen Relationen [i, k,!,m]=0. in welchen zwei | 


Indices gegebene Werthe z. B. 1, 2 haben, und die beiden anderen alle 


soleher Relationen. Von diesen aber sind nur von einander unab- 


Br r er . .  n(n—l ’ 
übrigen Werthe durchlaufen. In der That, sind die ent Relationen 


[1,2,6,4=0, (hs3,...8%2) 
erfüllt, und bestehen die Nebenbedingungen, dass [1,2] von Null verschieden 
ist und dass für @=3, ... n+2 die Grössen [1.], [2, @] nicht beide zugleich 
4 n(n—1) 


verschwinden, so folgen aus jenen 9 — Relationen alle übrigen 


[,%,L,mj=0, (kl, m=L1,... n+2). 
Multiplieirt man nämlich die drei als wahr angenommenen Gleichungen 
[1,2,4, 2] = [1, 2][%, J+[1, %][2, 2]+[1,212,4] = 0, 
[1,2,/,:] = [1,2][, 7] +[1,2%,2]+[1,2][2,4 =, 
[1,2,:,4) = [1, 2][e, 4J+[1,@][%, 2]+[1, %][2, ©] = 0 
mit [1,:]. [1,%#], [1,2] und addirt, so ergiebt sich 
[1,2][1,:,%, 7) = 0 
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oder, da der Annahme nach [1,2] von Null verschieden ist, 
L.iai=id Aueh:.. ar). 
Ebenso beweist man die Relationen 
[2,i, %, 
Multiplieirt man die nun bewiesenen Relationen 
1,,4,m) = 1,4%, m) +[1, 0m, +T1,m]i, 0 = 0, 
[1,:, m, k] = [1,)[m, k]J+[1,m][k, )+[1, k]fe, m] = 0, 
1,60 = +, +, DER = 0 
mit [2,4], 0, fe, m] und addirt, so ergiebt sich 
[I1,.][e, A, l,m]) = 0, 
und ebenso beweist man 
[2,:][e, Ak, l,m]) = 0; 
also hat man, da [1,i] und [2,ö) der Annahme nach nicht gleichzeitig ver- 
schwinden, 
i, k,l,m) = VO. 
In unserem Falle lauten nun unter der Annahme, dass die Deter- 


ER ui cn ' F T . . n(n—1) 
minante Sa)f(y)—S(y)f(@) nicht identisch verschwindet, die — 


- 


von einander unabhängigen kelationen, von denen alle übrigen eine Folge 
sind: 
| Eu EM -E 
31.) + FI) -Fa)f (2). y) A EN (2,2=1,2,...n) 
SND-FAN FEIN) FR). 
Ist nun ein System von » partiellen Differentialgleichungen gegeben, von 
denen die <t® die Form hat: 


., ent tem tagt tag +Z£ßpngp) = 
19 77 \ 
| nie EB.) 


a 


so multiplieire man, um eine Uebereinstimmung mit der Form der Glei- 
chung (26.) zu erhalten, zunächst die Gleichungen (32.) der Reihe nach 
mit 4, ... /, und addire, dann lautet die resultirende Gleichung 
Pre | da,)pıt + (la,)p.-+ la)ı+ ++ (la,)g, 
7 1z&(dß,)(p-—grP) = (le), 
wo zur Abkürzung 
lat +l,a=(la) La+--+l,a’= (la, 
LP: + +1, Pr = (IP,), beat -+l,e, = (le) 
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Die Grössen / bestimmen wir durch die Bedingung, dass die Coef- 
fieienten der Gleichung (33.) die nämlichen Relationen. wie die der Glei- 
ehung (26.) erfüllen, und von denen die von einander unabhängigen. wofern 
nicht alle e verschwinden, zufolge (31.) lauten: 


(34) —-(la,)(la,)+(le,)(la,) = (le).(1B,.)*) 
Ü / n(n—1) 1 / 1 4.5 1 Y ..] 
Da die Zahl derselben u et die Zahl der zu bestimmenden Verhält- 


nisse der Z aber »—1 ist. so müssen zunächst zur Möslichkeit dieser Be- 


u 
< 


stimmung von den gegebenen Coefficienten im System (32.) 


n(n—1 


j {\ (n—A)(n— 2 
———- n-l)) =- 


2 2 

Bedingungsgleichungen erfüllt werden; nur wenn 2=2, also im Falle eines 
Systems von zwei partiellen Differentialgleichungen der Form (32.) mit 
zwei abhängigen Variablen, ergiebt die Bestimmung der Z allein noch keine 
jedingung für die Coefficienten desselben. 

Bestimmt man nun in der Voraussetzung, dass die Coeffieienten des 
Systems (32.) den erforderlichen Bedingungen genügen, den Relationen (34. 
semäss ein System der Grössenverhältnisse /...l,, so führen die Glei- 
chungen (30.) bei Vergleichung der Coefficientenverhältnisse von (33.) mit 
denen von (26.) zu dem System totaler Differentialgleichungen : 


_ la,)dy— (la,)de+ 3 (lP,,)ds, = 0. 
(39.) —2 
la,)dz,+*+(la,)dz, = (le)d«, 


auf deren Integration das in Rede stehende Problem zurückgeführt ist. Zur 
Möglichkeit derselben ist wieder wie im Falle linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen noch die Erfüllung der Integrabilitätsbedingungen erforder- 
lich, was übrigens auch damit zusammenstimmt, dass zur völligen Coinei- 


7 . = m 
denz von (33.) und (26.) ausser den —, 7 


partielle Differentialgleichungen mit nur zwei unbekannten Functionen, näm- 
lieh f und 5. zu befriedigen sind. 


Gleichungen (34.) noch 2n 


*) Statt des obigen Systems kann eine Reihe gleichwerthiger Systeme von ein- 
ander unabhängiger Relationen aufgestellt werden. Bedingung für die Unabhängig- 
keit der letzteren ist nach dem Vorigen, dass einer der Coefficienten der Gleichung (33.), 
wie oben (le), in allen Relationen des betreffenden Systems vorkommt. 


34* 
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Lassen sich nun die Gleichungen (35.) durch % = const., f= const. 
identisch befriedigen, so ist $=g(f) oder etwas allgemeiner y(F, f) = 0, 
wo p eine willkürliche Funetion bedeutet, ein Integral des Systems (32.). 

Zur vollständigen Feststellung dieses Resultats ist noch seine Veri- 
fieirung nothwendig. Hierzu ist es nur nöthig zu beweisen, dass, wenn aus 
(5, f)=0 und »—1 beliebig angenommenen Gleichungen zwischen x, y, 
31, ... 5, (wozu die n—1 übrigen Integrale dienen können), z,...3, und 
mit diesen P1...P4, Yı---Qu Als Functionen von x, y bestimmt werden, diese 
der Gleichung (33.) Genüge leisten. 

Zunächst hat man offenbar identisch: 


' op Op Op | 
..- Tr F:% Pıt ‘++ u m v, 
(36.) d Bi eoE 
Op, 04 op 
ne de ee 
&y + Ö3, ht ++ Ös. G. 


Der Voraussetzung nach muss ferner jede der Gleichungen 
ds=0, H=0, 
also auch die Gleichung 


E fi A 
op op op op 

do = — de + —-d —— da, +. + —-dz, = 
Or r oy y+ O2, sr r 02, 12,=0 


eine identische Folge der Gleichungen (35.) sein; es müssen sich demnach 
zwei Functionen M und N von der Beschaffenheit bestimmen lassen, dass 
folgende Gleichungen gelten: 


og R ; 

= — M(la)—N(le), 

op 

5: — Mlla,), 

op f \ Tr 

5 = M(iß)+Nla),, s=12,...n, 


wo (IA) =0 ist. 
Die Substitution dieser Ausdrücke für die Derivirten von p in (36.) 
giebt die beiden Gleichungen: 


M|-(a)+S(ß)pi+Ni-(le)+3&(la,)p,) = 0 


’ 


wovon, da M und N nicht beide identisch verschwinden können (was zur 
Folge haben würde, dass sich Y identisch auf eine Constante redueirte), 
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das Verschwinden der Determinante dieser Gleichungen die Folge ist. Es 


ergiebt sich demnach: 

\ dla)Z(la)p+Z(la,)(la)—(le\(1P,.))g. 
r RUE ah Ä 
+2 ((la,) (1P,)— (la) (IP). —-9Pp.) = (la,).(le 


Nun ist vermöge der helationen (34.) 


(38.) la, \la)—(le\(l9,. = (la,)(le, 
ferner muss der Voraussetzung nach für jedes » und s die Relation bestehen: 
(39.) la,\(l1P,)—-(la)(lP,,) = (la) (lß,.) 


Dass sie, falls nicht alle e verschwinden, aus den Relationen (34.) folet. 
davon kann man sich unmittelbar überzeugen, wenn man die Gleichungen: 
— (la,) (la, + (le, (la le\(1P,. 

— (la,)\(le,)+(lo,)(la,) — le)(1P,.) 

— (la,)(lo,)-+(le,)(la,) = le)(lP,,) 


der Reihe nach mit (la,), —(la,), (la,) multipieirt, zu einander addirt und 
durch den gemeinschaftlichen Factor (fe) diviart. 
Die Substitution von (38.) und (39) in (37.) liefert die Gleichune: 


ı 


da) '&(lla)p+Zla)g+Z&(lp,)(ps—-gp)—-(le) = V, 


welches die mit (la,) multiplieirte Gleichung 53.) ist. Es bedarf kaum der 
Erwähnung, dass die Gleichungen (35.) vermige der mehrfach erwähnten 
Relationen, ebenso wie die Gleichungen (30.), ıach denen sie gebildet sind, 
sehr mannigfache Gestalten annehmen könne, ohne dass sie aufhören, 
dieselben Integrale zu haben. Statt des Faetes (la) würden wir alsdann 
in der zuletzt erhaltenen Gleichung jeden de Coefficienten in (33.) als 
Factor erhalten können. Somit ist der Satz bwiesen, dass y W,f}=0 in 
Verbindung mit a—1 anderen beliebig angenomienen Gleichungen zwischen 
%, Y, 21, ++. 3, die Gleichung (33.) zur Folgt hat. 

Wir bemerken, dass wir zu dem Beweise lediglich von den Re- 
lationen (38.) und (39.) Gebrauch gemacht hben, die Zahl derselben ist, 
wenn man berücksichtigt, dass die Gleichunge (38.) und (39.), die erstere 


für s= 1. die letztere sowohl für r=1 als arh für s= 1, Identitäten aus- 
. ) . ri . 4 f (n— I)(n— 2) 
sagen, also keine Relationen darstellen, im Gazen a —1+ also 
- 


n(n weni 1) 
2 


wiederum 


‚ sie sind ferner von einader unabhängig; denn der 
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Factor (la,) kommt in allen vor (vergl. p. 267 Anm.); es ist ferner gezeigt, 


dass sie eine Folge der Relationen (34.) sind, wofern nicht alle e ver- 
schwinden. Im letzteren Falle sagen die Relationen (38.) genau so vie) 
aus, wie die Relationen (3#.), sie geben nämlich blos die »—1 Gleichungen 
(la)  (le,) (le ,) 
Ge): Ga): vo 


(n—1)(n — 2) N 
2 ÄG* 


lationen (39.) hinzugenommen werden. Die Bestimmung der /ist in diesem Falle 


und es müssen alsdann zu aen Relationen 34.) noch die 


unmittelbar auszuführen, sie ix genau dieselbe, wie im Falle der linearen par- 


tiellen Ditferentialgleichunger, und geschieht durch die Einführung der Hülts- 


“ (le ) I *® O4 . g | * ” - n 
grüsse u= 7, S; dle Substituton der sich ergebenden Ausdrücke für die /in /38.' 
i (tl, } j 
eo 4, (n -—1)(n—2 Bedin . amlat . nn 2,2 2 u 1 
ejeb! edingwgsgleichungen für jeden Wurzelwerth « und. 


indem man die Normen derselben für alle Wurzeln « nimmt. schliesslich 
Din—#hla _ ee. a a al 
>» —— Bedingungsgleichungen für die Coeffieienten 


A 


die erwähnten 


‘).) 


N . *- 
(des DVstells | selbst. 


Dieselbe Erleichterung für die Bestimmung der ! und der Bedingungs- 
sleichungen zwischen den Ueffieienten tritt ein, wenn in dem System (32. 
die in irgend einer Vertieareihe stehenden Coeffieienten sämmtlich ver- 
schwinden. 


Fir »=?2 lautet das zu Inteerirende System 


oO 


l I 1 1 f 
1 \a,Ppı a, Pr Qi Hm-+P, (PıqQ = Qı P: — es 


ap ta pr mm ton +P(PrR-NPp) = &. 
Zur Bestimmung des Verhältnisses /,:74, erhält man nach (34.) die 
quadratische Gleichung 


41 dar) 4+,)+ le +bat)(l,at+1l,a}) 
(41.) 
| = (habe) kA+tbp). 
Für die Coeffieienten resultirt.wie schon erwähnt ist. in diesem Falle keine 
Bedingungsgleichung. 
Das System totaler Diftrentialgleichungen, auf welches das System (40.) 
zurückzuführen ist, lautet nat (39.) 
ig, Wı a+ba)d- (a+bo)de+ A, +hß)de = 0, 
U Mal +L,a}) de+ (la! +1,a?)da, = (he, +Lle,)da. 
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Es stellt zwei Systeme dar nach den beiden Werthen, welche die Glei- 


] 
chung (41.) für giebt; und wenn unter der Voraussetzung ihrer Ver- 


schiedenheit und der Integrabilität der Systeme #, = 6, = 6, die Integrale 
des einen, 9, =c, %» =c, die des andern sind, so lautet die allgemeine Lö- 
sung des Systems (40.) 

yuu)=V), v(v0)=(, 
wo g und w willkürliche Funetionen bezeichnen. 


wer» 


\Yir machen vom Vorstehenden ein Anwendung auf die von Ampere 
integrirte partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Ar+Bs+Ct+D(rt—s) = & 
wo A, B, C, D, e Functionen von z, y, 2, p, q sind (p, g, r, s, t be- 
zeichnen, wie üblich, die Derivirten erster und zweiter Ordnung nach x und y). 
In dem Falle, den wir hier annehmen wollen, dass in den Üoef- 
fierienten die Funetion 3 selbst nieht vorkommt, kann man die Gleichung 


in Form eines Systems zweier partiellen Ditferentialgleichungen darstellen, in 


welchen p, q die abhängigen und x, y die unabhängigen Variablen sind: 
DB1%, Co „00 ‚/ cp H cp oaN 
EEE „. ELSE) ze; 
oXx OXx y \oxr -oy cy 0x J 
Ct un 
win 
ep ey 
1 [} 7 ıy* » ”- + 0 2 j 0) ‚ıp \ + 
Die Vergleichung mit (40.) ergieb 
seh d=B de ee, A=D are 


«=0, el dl et, Ad, ie. 


Hiernach geht die quadratische Gleichung (41.) für das Verhältniss 4:4 
über in: 
l; + BL L+(AC+ Det; —— () 


und das System der totalen Differentialgleiehungen (42.) in: 
WAdy+Lder+l,Dag = \, 
WAdp-+(LB+L)dg = lede. 
Setzt man 5 — — 4, so lautet die quadratische Gleichung für A 
#"—Bi+AC+De —= 0, 


und wenn man ihre Wurzeln mit A, und A, bezeichnet, so hat man die 
beiden Systeme zu integriren: 
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Ady+Ddq = Ada) Ady-+Ddq = Ida) 
Adp-+i,dgq = ed k; Adp+i,dg = edx \' 
welches die Amperesche Lösung ist”). 

Für den Fall, dass 3 in den Coefficienten vorkommt, tritt weiter 
keine Aenderung ein, als dass in jedem der vorstehenden Systeme noch die 
Gleichung ds=pdxr-+gdy hinzuzufügen ist, so dass jedes derselben aus 
drei Gleichungen mit fünt Variablen besteht. 


S.D. 

Wie am Schluss des vorhergehenden Paragraphen die Integration 
der Ampereschen Gleichung auf die eines Systems zweier partiellen Difte- 
rentialgleichungen mit zwei abhängigen Variablen zurückgeführt wurde. so 
lässt sich die (verallgemeinerte Amperesche) partielle Differentialgleichung 
n'°" Ordnung 


(1.) A,qı4 AQp+t' +4, 941 B,, (4-9: 9:94) = A 


/ 


(WO 9...q,;,, die „en Derivirten einer Function z von z und y bedeuten, also 


oO” O"2 0"3 
ad. = — z Oo =—- _ . .00. 4.1 = x 
'E or" l: or"! oy 1 .; l oy" 


und A,. As. ... A, A, B., Funetionen von x, y, z und allen Derivirten einer 
niederen als der „tea Ordnung sind, endlich r und s alle von einander ver- 
schiedenen Zahlen zwischen 1 und » bedeuten) auf die in $. 4. betrachteten 
Systeme (32.) zurückführen und ihre Integration unter den erforderlichen 
Integrabilitätsbedingungen bewerkstelligen. 

Herr Natani, welcher in dem angeführten Werke pag. 380 ff. die 
lineare partielle Difterentialgleichung »'% Ordnung (erweiterte Mongesche) 
nach einer ihm eigenthümlichen Methode ausgeführt hat. hat auch den Weg 
tür die Integration der Gleichung (1.). deren Form von ihm herrührt. an- 
gedeutet. Wir wollen dieselbe hier als Anwendung der in $. 4. erhaltenen 
Resultate ausrühren, eine Anwendung, die deshalb von besonderem Interesse 
ist, als sich zeigen wird, dass auch hier die Bestimmung der Verhältnisse 
der / linear dureh eine Hülfsgrösse erfolgt, welche als Wurzel einer Glei- 
chung »'®% Grades gegeben ist. 

Bezeichnen wir mit 7. 7%, ... z, die » Differentialquotienten (a — 1)! 
Ordnung der Funetion 3 nach x und y, so dass 


*) Journal de l’&cole polytechnique cah. 18 pag. 66. 
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on, 
( = — 
1 orx 
« r 
On, on 
7: O2 oy 
ON. Or, 
In-ı 0X oy 
c T, Tan 
Ir OX oy 
On, 
In+1 = 7, 
oy 


so kann die Gleichung (1.) durch folgendes System ersetzt werden 


on on On, . (on. On, on, On, 
e Eu a + BR Er. +2 B, fl A . ae - — A. 


ey r.$ IE oy oy ox ) 
on, on Q 
(2.) or Yy 
| on, on | 
nn zu (), 
OX oy 


Nehmen wir einstweilen an. die Coeffieienten in (1.) enthalten 


u ii 


4 


ausser z und y nur 77,...7,, sind also von z und den Derivirten einer 
niedrigeren als der (a —1)'ea Ordnung frei, so stellt (2.) » simultane Glei- 
chungen mit den » Functionen 7,...r, von z und y von der Form (32.) 
in $.4 dar. 


Das System der totalen Differentialgleichungen wird nach (35.) 


(4 A,dy+bde-+l(B,.dn,+B,,dn;+ + B,,da,) = 0. 
14, A,dn, + (1, A+L)dn, +++ +(1A,+l,)da, = I, Adı. 


. r ey Br : n(n —1 ö ; 
Die Verhältnisse der / genügen den 5 )_ Relationen (34.), wovon n—1 
h , a n—1)(n—2) .. . ' ‚ 
zur Bestimmung der / dienen und die ( A übrigen die Bedingungs- 


gleichungen für die Coefficienten ergeben, so dass für die Anwendbarkeit 

dieses Integrationsverfahrens nur 22+1 Üoefficienten der vorgelegten par- 

tiellen Differentialgleichung (1.) willkürlich bleiben, die übrigen durch die 
erwähnten Bedingungsgleichungen bestimmt sind. 

Die »—1 Gleichungen zur Bestimmung der / erhält man aus (34.), 

Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 4. 39 
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indem r=1,s=2, 3, ... n gesetzt wird, wie folgt: 


‚—b(hA, +b) +51 A, Zu; LWAB,;; 


\-4(44; +6) +44A, = RAB, 
we 

[Bu At) ruhA = RAB,.. 

|-b(A, +) -RAA,ı= BAB, 
Führen wir ein: 

I, 
Er ade 
so haben wir die » Gleichungen 
uAl+b = 0, 


1 
(uA,— rg B.)h-+ub, +1, =), 


| A 
(4.) (e4- A, B,)lı+ub+lı = g, 


(aa 4 B,)htul_ +, = 0, 
\ (uA,— Ay. — 4 B,.) ı+rul, =V(, 


aus denen, wenn man die erste mit «”"', die zweite mit — u”? u... f., die 
vorletzte mit (—1)"""u, die letzte mit (—1)”"" multiplieirt und sie zu einander 
addirt, die Gleichung te? Grades in u hervorgeht: 
| A" —- Aw" + Au — + (DT A,u rl 1”A,,: 
(D.) | A n—? n— 3 n ! 
| + Bw? Bw’ ++ DB) = 0. 
\ 1 
Da jede der Grössen 4, &, ..., wo sie zum ersten Mal vorkommt, den 
Coeffieienten Eins hat, so entsprechen hiör irgend einer Wurzel u, be- 
Ar 2 , I, 
stimmte Werthe der Verhältnisse 7 5 
l l 
besprochene Fall nieht eintreten, dass für eine gleiche Wurzel « der Aus- 
fall an der Zahl der Systeme totaler Differentialgleichungen (3.) wegen 
Unbestimmtheit der entsprechenden Verhältnisse der Grössen / durch eine 
grössere Zahl der Gleichungen innerhalb des zugehörigen Systems er- 
setzt wird. 


folglich kann hier der in $.1 
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Uebrigens findet man unmittelbar: 








| I, 
" = A, 
I, A 
+ — ze A, u — A,u+ = -B. 
I, A, 
I, 3 2 | A 
rn 22 A, u — A, u + A, u+ 7 (Bı2u— B, ,) 
(5°.) a 
(—1)"' T = Au" — A, ur +... +(—1)"" A,_,u 
se 
e - -(B,,u” ”— Bu '+ + (1) B, a) 
- FE ’ 
Au An Bın 
= („Lt — ee 
u 
. (n-)\n—?2) .ı. 
Die X In ’ übrigen Relationen lauten: 
—bzılh A, tl, )+Lısllı A 4 [,) — I, A Be; 
leere A 
(5°.) 


| 


[en At Hl Al: BAR... 
UERp AUN  0R DEE 2, NRE TI UORR) DO WEREN ATEDENER 7 © DRG 
wo r alle Werthe von zwei bis na—1 zu durchlaufen hat. 
Setzt man in denselben für die Verhältnisse der / die obigen Aus- 
(n —1)(n— 2) 
 — 
Norm in Bezug auf alle Wurzeln der Gleiehung (5.), so erhält man die 


oO 


Bedingungsgleichungen zwischen den Coefficienten. 


drücke in « ein und nimmt von jeder der Gleichungen die 


Wir haben bisher vorausgesetzt, dass die Coeffieienten in (1.) weder 
die Funetion 3 selbst noch die Differentialquotienten von einer niedrigeren 
als der (a—1)ten Ordnung enthalten. Die Gültigkeit des nachfolgenden Satzes 
aber, auf welchem die Integration der Gleichung (1.) beruht, hängt von 
dieser Voraussetzung nicht ab. Derselbe lautet: 

Lassen sich aus den Gleichungen (3.), worin die Grössen / den Re- 
lationen (5°) und (5.) genügen, entweder allein (wenn nämlich die Coef- 
fieienten ausser z und y nur die Derivirten (»a—1)ter Ordnung von 3 ent- 
halten) oder in Verbindung mit den Gleichungen, welehe die Differentiale 
der Function z und ihrer partiellen Derivirten bis inclusive (na—2)ter Ord- 
35” 
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nung durch die Differentiale de und dy ausdrücken 
ds = pdx+gdy, dp=rde+sdy, dq=sdx+tdy, 





dr =nmde+n:dy, ... dn,,=n,.de+n,dy, 
wo p,q, r, s, t die ersten und zweiten, "7, 1, ... 7, , die (n—2)ten Diffe- 
rentialquotienten von z bedeuten, zwei Integrale « = const., v = const. ab- 
leiten, so genügt die Gleichung 
p(a,e) =, 
wo g eine willkürliche Funetion bezeichnet, der partiellen Differential- 
gleichung (1.), wovon sie ein erstes Integral ist. 

Denn der Voraussetzung nach sind da=0, de=0 und daher auch 
dg= identische Folgen der genannten Gleichungen. Setzt man nun in 
dp für die Differentiale der Function z und ihrer partiellen Derivirten bis 
zur (» — 2)'er Ordnung inclusive ihre Ausdrücke in de und dy, so erhält man 


7 dep dy og Oy 
(6. —— de + — dy + —— dı, +. + — dı, = 0 
0.) dx dy I on, Tr r Ost, ’ 
. . 4 dp de 2 Y . od p or ) 
worin die Symbole ——, “#. zum Unterschiede von —*, 7. andeuten 
. de’ dy OX co 


sollen, dass bei der Differentiation von g nach z und y, 3 und alle 
partiellen Derivirten bis zur (»—2)!e® Ordnung inel. als implicite Funetionen 
von x und y zu betrachten sind. Die Gleichung (6.) muss nunmehr eine 
identische Folge der Gleichungen (3.) allein sein. Folglich lassen sich 
zwei Functionen MH und N bestimmen von der Beschaffenheit, dass 


VIER 


dx 


dp —= MIA, 


dy 
oy 7 
on, se m 2 Ar 
ot | Ä 
5 = MB, +NWAH+H), s=23, 3... 


oder indem wir 
!, A, =hı, WA, +1 = ni 
einführen, einfacher: 


dy a 

dx — ML,— NLA, 
dy >. 

ae Mi, 

oy 


MUB,+Ni, s=12 ...n, (Bı=0). 


on, 











{ 
(us: 
| 


stitutie 


worat 
(7.) 
Nun 


und f 


ferneı 


und | 
multi 


Die | 


wo f 


Dure 


wele 


die |] 








Hamburger, zur Integration linearer partieller Differentialgleichungen. 


Aus y(u,0)=0 folgt aber identisch: 


dp , cp og og 
de 'D AT Mt ‚des "en =, 
de on, on, ON, 
dry u op 4 op > op ven 
dy on, 1: In, »r on, I+ 


dg dg : i 5 
(wo -. = wieder die oben erörterte Bedeutung haben) und nach Sub- 
stitution obiger Ausdrücke: 

Mi.+Z1B,.g:+N -LA+ZEUg) = 0, 


M\.\+Z1B,.94:1 + N 224g. = Q$, 

woraus, da M und N nicht zugleich verschwinden, die Gleichung folgt: 

a 
(7) „Egg (bA+, AB )g.1+&14(4,B,,— 4 B,,)(9- 941-0941) = hl A. 
Nun ist nach (3°) für s=1, 2,... n—1 

l; h, -— 5 A B f _- Lil, A. - / } + I) A B, .— , +] l, A, — h, [. 
und fürsen 

I, + R A B, N u dl, A, - E) +1 A A —[, 4,A, +1 u Li . A, 1» 

ferner nach (3%) und (5°.): 


ER 
"AB, Li, +l.ıh, 
FAB, = —Li-+l,,4. 
und indem man diese drei Gleichungen der heihe nach mit A, —A,, 4 


multiplieirt und zu einander addırt: 
Bu, AB, =14B,.”) 

Die Gleichung (7.) geht daher über in: 

(S.) ki Aal, 19. tel JB. ‚(9,941 9Arrı) > Ah, A, 
wo für sen statt /,,,, —ULA,,, Zu setzen Ist. 

Mit Rücksicht hierauf und auf die Bedeutung von A, ist aber 

_ IQ —lrı er = KAG +A ++ Ausı Qarı)- 
Durch Division der Gleichung (8.) mit /,4, erhält man daher schliesslich: 
Aı+Ahg++A gar + = B,,(44. 404,1) = A; 

welches die vorgelegte partielle Differentialgleichung ist. 

Demnach genügt yıu,o, = derselben als erstes Integral, welches 
die Differentialquotienten von z bis zur (a—1,'*° Ordnung enthält. 


*) Diese Gleichung besteht auch für s=n, wovon man sich leicht überzeugen kann. 
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lich verschwinden, also die (erweiterte Mongesche) Gleichung: 
(9.) A,gq: + Ant + A, Mnsı = A 
zu integriren ist, vereinfachen sich die entwickelten Formeln bedeutend. 
Das System der totalen Differentialgleichungen lautet alsdann nach (3.): 
,A,dy-+Lde = Q. 
l, A,dr, + Ä A,+ l) dn; .. 1 + be A, -- l,\ dn, — I, Ad. 
Setzt man 


— - — U, 


IA | 
so erhält man für « die Gleichung »te" Grades 
10.) A,u"— A,u”'+...+(—1)""A,u+(-1)” A, 5,0. 
während die Verhältnisse der / durch die reeurrenten Gleichungen: 
ul A+l =VQ, 
ul A+lh)+b, =, 


u (4 A,-ı +l,-1) ; I, Zum 

4 I A,-+1,) I, ER 
(wovon die letzte vermöge der Gleichung ‘10.) eine identische Folge der 
vorhergehenden ist), oder direet durch die Gleichungen : 

I I 

— — - Au, — = Aw—Au, 

I 11 | ei 

bestimmt sind. 


Setzt man wie oben 


Fr 1 
AAwi: dAhsmi, WAA,+l,=4, und 4 =1, also ZI = 4: 
” l 
so erhält das System der totalen Differentiaigleichungen die Gestalt: 
dy = ud, 
32) er a. A 
Idn, n b. > da ) + üb 1 I, dr n — i zu dx. 
- £ ) A, 3 
wo die A durch die recurrenten Gleichungen gegeben sind: 
s A 
(u 4 in = : . . 
| dir A 
’ a A. 
| U + = ——., 
| 4, 
IE) #7 - 
| P r ” A, 
UA, T 4, = — . 
A, / 
. Au; l 
ul, = ——— 


n A h) 


In dem Falle, dass in der Gleiehung (1.) die Coefficienten B,, sämmt- 
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oder durch die Gleichungen: 


Au—A, , _ Am’—A,u+A, 
2 A, ’ we A 
(Zur Vergleichung des Systems (11.) mit dem von Herrn Natani in dem 
angeführten Werke aufgestellten ist zu setzen: 


13.) —4 
l 


m, 


se Un, ea / 


dann geht (11.) über in 
dy+lde = \V, 
Im.dn, = Adı, 


welches die Gleichungen 9.) und 10.) in pag. 584 a. a. O. sind, während 
obige Relationen (13.) für die 4 in die pag. 554 a.a. O. unter A) aufge- 
stellten Relationen für die m übergehen.) 

Aus den Relationen (12.) ergiebt sich übrigens ein einfaches Mittel, 
die einer Wurzel u, entsprechenden Grössen 47...42 zu berechnen. Man 


dividire nämlich den Ausdruck 


A, or 
u" — wre 
1, A, 
durch «—u,, dann ist der Quotient, wie leicht zu beweisen: 
un ZW" + ZW Hl] 2, 


Man erhält so die A bis auf das Vorzeichen als Coefficienten der Potenzen 
von « in dem Ausdruck für den @Quotienten. 

Die » Systeme (11.) kann man ferner in ein einziges System von 
zwei homogenen Gleichungen x‘? Grades in Beziehung auf die Differentiale 
dx, dy, dn,, ... dn, vereinigen, von denen die erste lautet: 


A,dy"— A;.dy""de-+ + —1"A,.,de = 0, 


und die zweite erhalten wird, indem man in der zweiten der Gleichungen 
(11.) für A,...A, ihre durch (13.) gegebenen Ausdrücke substituirt, nachdem 


i dy \ er A a4) 
in denselben zuvor u= - "- gesetzt worden ist, und die resultirende Glei- 
UL 


ı 


chung mit dx" multiplieirt. 


Zum Schluss wollen wir noch einen einfachen Weg angeben, auf 


welchem man von der partiellen Differentialgleichung /9.) zu dem System 


der totalen Differentialgleichungen (11.) direet gelangen kann. 
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Versteht man, wie oben, unter ,..., die » Differentialquotienten 

(a—1)te Ordnung von z, dann ist identisch 
dn, = de+g:dy, dn„= q,de+q,,1dy, 

und wenn wir die 2te, 3°, ... »!® Gleichung mit den noch zu bestimmenden 
Factoren A,, Ay, ... A, bezüglich multiplieiren und zur ersten Gleichung 
addiren, so erhalten wir ebenfalls identisch: 
\ dn, + l,dn, ++ 4,dn, 
= ydae+gldy+kde)+g(Adytizde)++g, (A, dy+A,de)+g,,14,dy. 


Zur Bestimmung der A setzen wir die Coefficienten der neu Differential- 


(14.) 


quotienten q in (9.) und (14.) einander proportional, so dass diese beiden 


Gleichungen unabhängig von den n'*“ Differentialgleichungen mit einander 


übereinstimmen. also: 

A, 
dy-+k,de = 2 dx, 
« £ Pr 


4 4 A, 
,dy+i,dı = m’ dr, 


(15.\ - " A, 
| A, .dy+A,de = z dx, 
4 Ni 
i A,+: 
ı,dy = ——dı, 
| « A, > 
E A 
dr, + A,dn;+ ++ A, dn, ge 1 dx. 
4 I 
Setzen wir 
u dy 
16. in ui 
\ dx mr 


so gehen die » ersten Gleichungen (15.) in die Gleichungen (12.) zur Be- 
stimmung der Grössen A,...4, durch w über, deren Folge zugleich die 
Gleichung (10.) in « ist, während die letzte der Gleichungen (15.) in Ver- 
bindung mit der Gleichung (16.) das System (11.) der beiden totalen Difte- 
rentialgleichungen darstellt, auf deren Integration die der vorgelegten 
partiellen Differentialgleichung \9.) zurückgeführt ist. 


Berlin. Februar 1875. 
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Ueber die Bestimmung von symmetrischen Functionen 
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch 
deren Üoefficienten. 


(Von Herrn Kostka in Insterburg.) 


. 
l m symmetrische Verbindungen der Wurzeln durch die Coeffieienten 
einer Gleichung auszudrücken, hat man seit Waring, Gauss und Cauchy, 
falls man nicht durch die Potenzsummen hindurch gehen will, eine Reihe 
von Divisionen auszuführen; Herr Borchardt und später Herr Mertens haben 
auch durch Construction der erzeugenden Function die gemeinsame Quelle 
dieser Methoden aufgedeckt. Im Folgenden wird nun gezeigt, dass die- 
jenige Grundform, auf welche alle anderen symmetrischen Funetionen sich 
zurückführen lassen, durch einfache Permutations- und Combinationsbetrach- 
tungen bestimmt werden kann. Der Beweis dafür wird hier auf eine De- 
terminantenumformung gegründet: doch würde er ohne Zweifel auch mit 
Hilfe der eben erwähnten erzeugenden Function geführt werden können. 


Sei 
f(2) =2"+a,,2" + +02 +W= (2 —-2)(2—2)...(2 —x,) 


und seien &, &, ... d,_, ganze positive Zahlen (oder auch ,=0), und 


zwar 1, < 0, << :<le,_,; Sel ferner 
D —— StzN De Ben, 
— y 0 l un—1 
Te RE 


Jacobi hat (dieses Journal Bd. 22, 8. 370f.) gezeigt, dass der Quotient 7 
übersichtlich als ganze Function der Wurzeln x, sich darstellen lässt; aber 
auch der Werth dieser Funetion in den Coefficienten a ist leicht anzugeben. 

Man verwandle D in eine Determinante vom Grade «,_,-+1 derart, dass 
die » ersten Zeilen durch die Potenzen &}, r;, ... 2,”"', die übrigen Zeilen 
durch Null und Eins ausgefüllt werden. Es stehen demnach nur Nullen in den 
unteren Theilen der (@,+1)te2, (m, +1)ten, ... (@,_,+1)ten Colonne, in denjenigen 
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der anderen Colonnen steht je eine Eins und sonst nur Nullen. Seien £,, ß:. 






By»... der Grösse nach geordnet, diejenigen in der Reihe der Zahlen 0, 
l, 2, ... @,_,, welche vorher nicht als Exponenten in D vorhanden waren, 


so steht die einzige Eins der (n+h)ten Zeile gleichzeitig in der (A, +1)te 
Colonne. Die so transformirte Determinante ist 


. (—1)‘.D, 


























falls 


= tr + +0 (mod. 2). 


Nun addire man zu der letzten Colonne die z vorhergehenden, nachdem 
dieselben respective mit a,_ı, @,_2, -.. a, multiplieirt sind, und ebenso ver- 
fahre man mit allen Colonnen bis zur (»-+1)ter einschliesslich. Dadurch 
kommen — wegen f(z,)=0 — in den z ersten Zeilen der Determinante 
vom /a-+1)!en Gliede ab nur Nullen zu stehen, in den übrigen Zeilen sind 
die entsprechenden Glieder entweder ein a oder 1 oder 0. Es ergiebt 
sich daher: 


| Az, 43;,—ı A; —? A a3, a, ı rn 
| 
D Pr As,—ı Q,—2 QB.—o,— ie 


3 Q3,—ı Ap,—2 ee QB,—a,_ı+tn 





wobei a,=1 und a,,,=0=a_, zu setzen. 

Das Bildungsgesetz dieser Determinante vom Grade «a, ,—n-+1 ist 
klar: In der ersten Colonne stehen alle a, deren Indices unter den 
Zahlen @,, &,, ... «,_, nicht vorkommen, und in jeder folgenden Colonne 
wird jeder Index um eine Einheit geringer. Wir werden daher die Deter- 
minante bequem nach den Indices der ersten Colonne bezeichnen können 
und haben das Resultat: 

1.) D 40 \E \ 
(4.) 21 (-1) (Bir B23 Bay + Paint). 


Wenn «, nicht gleich Null, so sondert sich hier von selbst der Factor a% ab. 
2. 


Jede symmetrische Function der Wurzeln von f(x) = 0 kann zurück- 
geführt werden auf Functionen von der Form 


0 
F= Zu cr...alr-, 


EEE En 
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wo die m Glieder der Summe durch die versehiedenen Permutationen der 
Exponenten y entstehen; letztere sind ganze positive Zahlen und die grösste 


derselben sei y. 


Multiplieiren wir diese Function F mit 4, so wird das Resultat eine 
alternirende Funetion der x, sein von m.1.2.3...n Gliedern von der Form 
+21 2%...25”-', Diese lassen sich in » Gruppen von je »! Gliedern theilen. 
so dass alle Glieder derselben Gruppe sich nur durch verschiedene Per- 
mutationen der Exponenten « unterscheiden. Man erhält daher m Determi- 
nanten von der Form FZ+x7'2%...27”-1, von denen alle diejenigen identisch 
verschwinden, welche irgend zwei gleiche « enthalten, die übrigen aber 
leicht nach (1.) zu bestimmen sind. Diese Determinanten sind also auf 


folgende Art zu bilden: Zu den Zahlen 0, 1, 2, ... »—1 addirt man in 
jeder möglichen Reihenfolge die Zahlen 0, y,. 4%. ... Y„_ı., $o erhält man 


m Resultate; unter ihnen sind nur diejenigen beizubehalten, in denen nicht 
zwei gleiche Zahlen vorkommen. Die Zahlen einer so gebildeten Reihe setzt 
man als Exponenten von &,, 22, ... z,, und hat ein jedenfalls positives 
Glied einer Determinante. Stellt man noch diese Exponenten so um. dass 
immer der kleinere dem grösseren vorangeht, so hat man das Anfangsglied 
einer jener Determinanten; dieselbe tritt in F.4 mit dem positiven oder ne- 
gativen Zeichen ein, je nachdem die Zahl dieser Umstellungen gerade oder 
ungerade war. Bemerkt man endlich, dass hier immer e=y,+9%+-+Y,_, 
so ist es leicht, F als ein Aggregat von Determinanten von der Form 
(Bir Pr, Ps, ...) darzustellen. 

Keine dieser Determinanten übersteigt den Grad des höchsten y, eine 
erreicht denselben jedenfalls, nämlich diejenige, die entsteht, wenn die y 
nach der Grösse aufsteigend geordnet sind. Man kann aber auch allen den 
(rad des grössten „ geben, wenn man für die Indices der ersten Colonne 
alle fehlenden Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,... y+n-—1 setzt; dadurch 
fügt man nämlich den Determinanten von geringerem Grade nur einen 
Faetor zu, der gleich Eins ist. Hiedurch erhält man bei allen Deter- 
minanten eine constante Summe der charakterisirenden Indices , sie ist 

Te n—1 
ur 2 yaye En; 
denn die Summe der Exponenten « in jeder Combination ist 
n(n—1)  "—! 





2 r2 7: . 


36 * 
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und die Summe der « vermehrt um die Summe der entsprechenden In- 
diees P ist 
CRDDICEEE N 
2 
Das Hauptresultat lässt sich auch so aussprechen: 
Um F= Fao,ch a%...2’”-' zu bestimmen, multiplicire man F mit 
2,03 %...0%, ; alle Glieder, in denen dann gleiche Exponenten 
vorkommen, lasse man unberücksichtigt; in jedem der übrigen zähle 
man die Anzahl r der Inversionen der Exponenten, und bilde, der 
Grösse nach geordnet, die Reihe derjenigen Zahlen A, Pr, --- A. 
welche mit den Exponenten zusammen die Zahlenreihe 0, 1. 


‘) 


2, ... Y+n—1 einfach ausfüllen; dann ist: 


2) .F = (IM tm 1) (Br Pais-Pz)- 
Bisweilen wird es bequemer sein, zuerst die Indiees 0, 1,...y+n-—1 
zu der oben angegebenen Summe 
Ga) | ri 
ö b) TmE 1 
zu combiniren und dann erst die Coeffieienten jeder einzelnen Determinante 
zu bestimmen. 

Aus der gefundenen Form von F ist ersichtlich: Wenn man den Aus- 
druck für F im ein Aggregat von Gliedern von der Form +ai.at...a‘r 
entwickelt, so muss, weil 24 =7, in jedem dieser Glieder 

nt (an — 1), +n— 2), +: +4 , = 217 
sein, ein Gesetz, dessen Nothwendigkeit schon aus der ursprünglichen Form 
von F und f sich ergiebt. — Aus besonderen Formen von F werden zuweilen 
besondere Vortheile sich ziehen lassen; wenn z. B. alle Exponenten 7 
gerade sind, wird man statt der Üoefficienten von f(x) =0 diejenigen von 
n n— 2 n—4 n——1 n—3 


a3 te) — (0 


benutzen können, deren Wurzeln z|, ©}. ... x, sind. Aehnliehen Nutzen 


könnte man ziehen, wenn man die Gleichung gebildet hätte, deren Wurzeln 


@ & 


zr...x2° sind. 


> > > > 


(+2 +4,22" ++) —(a_, 2’ +a 


N— 


‘> 


97 
Bei der Bestimmung von F nach der vorgetragenen Methode könnten 
noch die folgenden Bemerkungen von Vortheil sein. 
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In einer der Determinanten. aus welchen der Werth von F zusammen- 
gesetzt ist, seien © von den charakterisirenden Indices aus den Zahlen 


0, 1, .... a—1 entnommen, die übrigen grösser als a —1; dann sind von den 
zugehörigen Exponenten « »—i unter den Zahlen von O0 bis »—1 enthalten, 
die anderen sind grösser als „—1. In der That muss jedem 3, das kleiner 
oder gleich n—1, ein « entsprechen, das grösser ist als a—1:; denn das 
Fehlen eines Exponenten in der Reihe 0, 1, ... »—1 kann nur ent- 
standen sein durch Addition eines von Null verschiedenen 7 zu demselben; 
wurde dadurch erst eine Summe erzeugt, die kleiner als »—1, so musste, 
damit nicht zwei gleiche Exponenten vorkamen, zu dem entsprechenden 
Exponenten ein neues 7 zugefügt sein u. s. w., bis ein « entstand, das 


grösser als »—1. Es sei also: 


) | . I ’ 

Pı+7: g ’E ae = Y = NR | = 5% = a. 
’) er ” | 3 ! 7) 
MT 77 Ya n—1+z , 
.) j 1} v ; | 

Pt ++ +YP =n-14+20 = a" 

* * # ) ui 1 „e>» ‚ E 4 & nun ’ zZ; 
Dabei sind A, Pa, ... 9; der Grösse nach geordnet, dagegen sind «', «", ... a 


die © grössten Exponenten @ in irgend einer Reihenfolge. Betrachten wir 
nun die erste Gruppe. Zu /, wird 7, addirt und die entstehende Zahl an die 
ıhr zukommende Stelle gebracht durch 7,—1 Vertauschungen; zu P,+7ı 
wird 7, addirt und die Zahl 5 


1) 
eo; 


Yı+7., an die richtige Stelle gebracht durch 
-1 Vertauschungen, u. s. w.; zuletzt aber sind nur 7, —z' Umstellungen 
nöthig, um das entstandene «' TR »n—1 zu bringen. Wir haben also aus 
der ersten Gruppe (Aı+7.2+:+7.,—h+1-z) Vertauschungen. Aus 
der zweiten Gruppe ergeben sich, wenn «’ hinter «@ gebracht wird, 
(“ıt'+7.-m+1—-z"+1) Umstellungen, u. x. w., endlich aus der ten 
Gruppe (Y’ +7’ + +7’ —h,+ 1-2" -+:—1) Umstellungen. Dann aber 
sind noch die Zahlen «', @’, ... a” nach ihrer Grösse zu ordnen, und 
dies giebt soviel Vertauschungen als Inversionen in der Zahlenreihe 
" G) 


Rt, c 


Vertauschungen 


vorhanden sind, etwa 9. Demnach ist die Gesammtzahl der 


on 


—- 
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Nun ist aber die Summe aller y 


n—1 
27 Yh> 
da jeder der vorhandenen Exponenten von F nur einmal benutzt werden 
darf: ferner ist aus demselben Grunde , +h,+-+h,=u, falls « die Zahl 
der von Null verschiedenen Exponenten y bedeutet; endlich ist, wie aus 
dem vorhergehenden Gleichungssystem ersichtlich, 


n—1 
' " ! En pi 
+2 +. +2) = Pt+ß+ ++ Spital); 
daher: 
i.G-+1) | 
ri DET BB t HB) -u+R, 
und diese Zahl ist also sehr leicht zu bestimmen, sobald man nur weiss, in 
welcher Reihenfolge die Exponenten &,_;, &,_;41, +++ %,_.„, die oberhalb n—1 
vorhanden, aus denjenigen Exponenten hervorgegangen sind, die in der 
Reihe 0, 1, n—1 fehlen. So oft also die « von Null verschiedenen 
KExponenten y sich so in ö Gruppen vertheilen lassen, dass sie, resp. zu 


Pi» Pas ».. ß, addirt, in irgend einer Reihenfolge dieselben Zahlen «,_,, 
Anizis 9: M,_, ergeben (wobei aber nicht schon die Addition einer ge- 


ringeren Anzahl der y eine Zahl oberhalb »—1 ergeben darf): so oft 
kommt die bestimmte hier betrachtete Determinante in dem Ausdruck für 
F vor; und ob diese einzelnen gleichen Determinanten sich summiren oder 
sich gegenseitig zerstören, hängt nur von dem jedesmaligen Werthe 
von o ab. 

Wenn insbesondere « von den in F vorhandenen Exponenten der- 
selben Zahl y gleich, die übrigen Null sind, so können gleiche Deter- 
minanten im Ausdruck für F nieht vorkommen, denn hier muss immer je ein 
« oberhalb »—1 mit einem / unterhalb »—1 sieh so entsprechen, dass der 
Unterschied ein Vielfaches von y ist. Dies kann für dieselbe Combination 
der charakterisirenden Indiees nur auf eine Weise geschehen; eben daher 
ist es leicht, hieraus für jede Determinante die Zahl oe zu bestimmen. Auch 
könnte man hier e erklären als die Zahl der Inversionen der Reste, welche 
durch die Division von y in die Zahlen n—ß,, n— Bi, n— pP, ent- 
stehen; denn es sei d=n—hy-+I, wo !<y, so ist n+I der entsprechende 
Exponent oberhalb »—1 und kommt also um so weiter vorwärts, je grösser 
!; danun n„-P=hy—I=(h—-1)y+(y-D, so folgt die vorige Erklärung für E. 
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4. 
Als Anwendungen des bisher Gesagten erwähne ich zuerst einige 
specielle Fälle von (1.): 


nen— 


— 07 -. art 
. Eee)? ’12...e-1,0H1,..20-1,20+1,..(n-1)e-1)=R, 


Ln—% 

Bemerkenswerth ist der besondere Fall: 
n(n—1) 
T.,at+2s)=(-1) ?” .(1,3,5,...2n—3)=R,. 

R,=0 ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
Gleichung f(x) =0 entgegengesetzt gleiche Wurzeln habe, z. B. bei reellen 
Coeffieienten die nothwendige für rein imaginäre Wurzeln”). 

il. Aus der Formel I. folgt durch Division: 


H 8 R. 
aß —_ zB Rz’ 
h äk r 


ferner durch Multiplication, falls s, die Summe der «an Potenzen der 
Wurzeln bedeutet: 


'$) $. $;« D D 5 Sn . !)a 

SG 9 9 o.. Su, | 

19 I -ß Sa pP Er S(n- )a+p | | 

| mu R.R Er $, 5; ee 7 

82 Sa 2 nype 7 2ß ’ ni = S(n—1)a I 2 A ee P* D . . . » . » . y 
Eee $, 5, 2 San- | 

\I(n— RB Sarın I)Pp ne... Sn I)(a+ß) | 


Aehnliche Formeln kann man auch herleiten, in denen Summen von Wurzel- 
potenzen mit negativen Exponenten vorkommen. 
Il. Wenn 
(3) = (3 -I)(3 -7})...(3—rR) 


und r eine ganze positive Zahl, so ist: 





5 7, 4 (1,2,...@a—1,c-+1,...) 
as ı ne ZR S hr a Be Laser TERN — Ta . 
y’ (xt) (1,2,...a—1,a-+1,...2@«—1,2e@+1,...(n—I)e—1) 


wo ım Zähler ausser «a, 2a, ... (r—2)« noch r fehit. Der Factor A ist 


*) Die Resultante von f(z) und f(—a) ist = 2*.a,.II,,(2,-+ 2)’, die Re- 


| Kae u EN Ian | 
sultante der Gleichungen katze —= (0 und Cole (en = ut «2, =®; 


daraus konnte wohl auch der Werth von R, geschlossen werden. — Uebrigens vergl. 
Schlömilchs Zeitschr. 1867, 8. 323 ff.; doch ist die dort ausgeführte Bestimmung unsicher 
in Bezug auf das Vorzeichen. 
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1er, wenn r>n—2, er ist = (-1)"-V)e+D+r— wenn r<n—? 
. Y * / \ . L r . 1 
ist und zwar zwischen (2—1)e und z« liegt. Ist — eine ganze Zahl und 


kleiner als »—1, so ist der Ausdruck 0: ist sie =n—1, so ist er 1; ist sie 
grösser als a—1. so muss die Division aufgehen und man erhielte dureh 
Ausführung derselben die Summe der Combinationen mit Wiederholung zur 
(r—n-+1)ten Klasse der Grössen z7, ... 2% ausgedrückt als ganze Funetion 
der a; doch scheint die allgemeine Ausführung dieser Division schwieriger 
zu sein als die Bestimmung derselben symmetrischen Funetionen nach der 
vorhin beschriebenen allgemeinen Methode. Aehnlich könnte auch die 
Summe der Combinationen ohne Wiederholung als Verhältniss zweier Deter- 
minanten dargestellt werden. — Ist «=1, so ist auch der Nenner =1. 

Zweitens will ich die in 2. und 3. gegebenen Vorschriften auf zwei 
bekannte Beispiele anwenden. 

IV. Zr n...2%,_,_,%_ re 8 _,&_4r1...% soll bestimmt werden, 
wo also u-mal der Exponent 2, v-mal 1 und (a—w—r)-mal 0 vorkommt *). 
Hier it e=r-+2u; die Summe der Indices , deren höchster =»-+1, muss 


bei jeder Determinante = 2»-+1—r—2u und der Determinantengrad — 2 
sein: daher die gesuchte Funetion 


(-1)Au(n-v-u, n-u+l)+++A,(n-v -u-h,n-urht 1)++ A, (n-v-2u,n+L1))- 
Um die Zahlencoeffieienten A zu bestimmen. sind die beiden Reihen 


0, 1,...nr—u—1, n-r—u, n-v—u+l,...n—u—1.n—u, n—-u+1....n—2,n—1. 


a: We (). 1. 1. u, © 2 2. a 2 


ui * id « 


bei jeder möglichen Permutation der unteren Indiees zu addiren. Sollen 
aber keine gleichen Determinantencolonnen entstehen. so darf bei diesem 
Permutiren unter die 1 keine 0, keine 2. keine 2, 0, 0 oder 2. 1. 0 oder 
2, 2, OÖ, sondern darf nur 2, 0 gemischt werden: daher it A,=1 und A, 
ist gleich der Anzahl der Permutationen von v+ h Elementen. wovon v Ele- 
mente — 1 und % Elemente =2, 0 sind, diese Zahl multiplieirt mit (—1)' 
deshalb, weil, um die richtige Reihenfolge der Exponenten nach der Grösse 
zu erhalten, jedes 2, 0 eine Umstellung liefert; also 


A ( 1}? v 41)(v + 2)...(v-+h) 
m —|) - ringen r Bi ER 
| 3:8 


*) Waring, Medit. algebr. ed. tertia pag. 14 f.; vergl. auch Serret, cours d’algebre 
superieure. 
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Der Fall »=0 bedarf keiner besonderen Betrachtung, sondern die 
Formel gilt für ihn sowohl als für «= 0 oder n-r—u=(. 


V. Die Potenzsummen der Wurzeln ergeben sich in der Form: 


\(n—1, n,n +1, ... n + a—2)—(n — n,Nn- Eu 3)- 4 
, = (-TIPT Fi 
R ++ (1) "(n—h,n,n+1....n+a—h—1)+..+(-1) a, N 

Man hat aber identisch: 
() () ec BB Wa cc 
A, ra ei re 
(-1)""(n-h,n,..n+ta-h 1) An.) A. d,„ı u ee (, (d, 17 FRE ie A, a l 
G,ı,— G, G.1; a A A,_ 
A, -0—? a, -a—3 *’*®° A, vl A, Y—h—1 ...d, 


Daher stimmen sämmtliche in s, vorkommenden Determinanten in 


a 


allen 
Zeilen mit Ausnahme der ersten überein, und die Addition giebt diejenige 
Formel für s,, die man auch unmittelbar aus den Newtonschen Identitäten 
schliessen kann, nämlich: 


Ad, l 2a. da, 3 . r / QR.G,_, 

A, G,._: 0. A 
Su — (—] } d,, 1] d, (d, 1 . . . . y 

An? Gr uni % ur 


Daraus folgt sofort s_, durch Anwendung auf diejenige Gleichung, deren 


u 1 Ei 
Wurzeln ERL sind. 


L, 


Insterburg, Anfang September 1875. 
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Ueber eine Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


5 


unit B,, die m!® Bernoullische Zahl, sind a. ©, ... a, die 
Faetoren von m (die Einheit eingeschlossen), für welche 2a,+1, 2&-+1, ... 2a, +1 
Primzahlen sind, und setzt man 


| 1 1 


[ 


Be 2a, —+1 7 2a, - 3 ie 2a, +1 
so ist, wie ». Staudt in diesem Journale (Bd. 21) bewiesen hat, 

(1.) B„+(-VD""(e+F,) = 9, 
wo g eine ganze Zahl bedeutet. Später hat vo. Staudt in der ersten von 
zwei kleinen Abhandlungen über Bernoullische Zahlen *) diesen Satz dahin 
erweitert, dass, wenn man von m = 1 absieht, wie dies im Folgenden immer 
geschehen soll, B,+-(—- 1)" (F, #4) eine gerade ganze Zahl ist, wenn man 
das obere oder untere Zeichen nimmt, je nachdem die Anzahl der n F, 
enthaltenen Brüche gerade oder ungerade ist. Man kann diesen Satz auch 
so aussprechen: Ist « die Anzahl der in F, enthaltenen Brüche und man 
setzt B,+(-1)"""(4+F,)=g, so ist g eine ganze gerade oder ungerade 
Zahl, je nachdem « ungerade oder gerade. Man kann aber, wie im Fol- 
genden nachgewiesen werden soll, noch einen Schritt weiter gehen und be- 
stimmen, unter welchen Umständen ein gerades g von der Form 4» oder 
4n-+2 und ein ungerades von der Form 4a+1 oder 4n+3 ist. 


2. 
% } \/® } . \ [4 Um 
Man setze (Za,+1)(2;-+1)...(2Za, +1l)=%4k; D,=2%k und B,= u; 
ferner sei F„= —, mithin nach Gleichung (1.) 
i 
N Um er [ k-+- - 
2) tel a )39 


und, indem man k+2S8 =Z setzt, 


UETER. WE 
arg n8 


*) De numeris Bern. und de num. Bern. comment. altera. Erlangen 1845. 
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Sei nun zuerst # eine ungerade Zahl, also g gerade; man setze daher 
g=2h. Dau ungerade, ist auch S ungerade, also 28 von der Form 4n-+2: 
das Product %k hat die Form 4»-+-1 oder 4n»-+3, je nachdem unter seinen 
Factoren eine gerade oder ungerade Anzahl von der Form 4»-+-3 vor- 
kommt, diese Anzahl sei e. Im ersten Falle hat mithin Z die Form 4-3. 
im zweiten die Form 4»-+1. Ist nun m gerade und daher 
C—-Z=2kg=4kh, 

so muss C©,, die Form 42r+3 oder 4n+1 haben, je nachdem » gerade oder 
ungerade: ist dagegen m ungerade, also ©,+Z=4kh, so muss, je nachdem 
o gerade oder ungerade, €, in der Form 4» +1 oder 4»+3 enthalten sein. 
Das heisst: wenn « ungerade, so hat €, die Form 4a+3 oder 4n+1. je 
nachdem m—v gerade oder ungerade. 

Ist # gerade, also g ungerade, so ist nun S gerade, ferner hat Äh 
wieder die Form 4» +1 oder 4»-+3. je nachdem ® gerade oder ungerade, 
demnach hat Z im ersten Falle die Form 4»-+1 im zweiten die Form 4n-+3. 
Ist nun m gerade, so folgt aus C,—Z = 2Ag, da k und g beide ungerade, 
dass ©, —-Z die Form 4r+2 und also C, die Form 4»-+3 oder 4»n--1 hat. 
je nachdem © gerade oder ungerade. Ebenso findet man, wenn m ungerade, 
dass, je nachdem e gerade oder ungerade, C, = 4n+1 oder 4»a-+3 ist. In 
Verbindung mit dem Früheren ergiebt sich also hieraus ganz allgemein: 

Der Zähler C, der mten Bernonllischen Zahl hat die Form 42-1 
oder 4» + 3, je nachdem m— e ungerade oder gerade (sobald m > 1). 

Als Corollar folgt hieraus: Wenn m eine Primzahl, so ist C, = 4n +1 
oder = 4n-+3, je nachdem 2m -+1 eine Primzahl ist oder nieht. Dieser Satz 
eilt auch für m=2 da GO, —=1. 


3. 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich. dass, je nachdem m gerade 
oder ungerade, C,+%k oder C,—k durch 4 theilbar ist. Aber ev. Staudt 
hat schon in der zweiten der oben erwähnten Abhandlungen gezeigt, dass, 
je nachdem m gerade oder ungerade, C,+k oder C,+3k durch 8 theilbar 
ist. Statt des letzteren kann man auch sagen: Wenn m ungerade, so ist 
C,—k nur durch 4 und nieht durch 8 theilbar, da 4% nur durch 4 theilbar 
ist. Dies führt zu folgender Betrachtung. Da 
i : k ie % 
S=kF„.= a Tat 
37 * | 
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Grösse 2a,+1 fehlt, welches also 
- (2a, +1) (2; +1)...(2a,_, +1) (2a,.ı+1)...(2a,+1) 


ist. ıst demnach 


= 2a, +2 +. -+2a,_,+2a,.,+:-+2a,+1 (mod. 4) 
oder, wenn man & ++ :-+ta,=s setzt, so ist dieses Glied 
—= 2s—2a,+1 (mod. 4) 
und demnach, wenn man statt » seine sämmtlichen Werthe substituirt, 
S= (u-N2s+u (mod. 4). 
Ist also x eine ungerade Zahl, so ist S= u (mod. 4): dasselbe findet statt, 
wenn a gerade aber m ungerade, da in diesem Falle die sämmtlichen 
(Früssen d,. dh. ungerade, mithin s gerade und also 2s=0 (mod. 4). 
Sind aber « und m beide gerade, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Da 
nämlich nun unter den Grössen @,, @, ... sowohl gerade als ungerade 
vorkommen, also, wenn a, gerade, 2a,=0 (mod. 4), so sind hier über- 
haupt nur die ungeraden, deren Anzahl oben = ev gesetzt wurde, zu berück- 
sichtigen; man hat also 2s = 2® (mod. 4). Ist also vo gerade, so hat man 
wieder S= u (mod. 4). Ist aber e ungerade, also 2s=2, so ist 
S=u+t2 (mod. 4). 

Wendet man dies auf die aus (2.) folgende Gleichung 
(d.) C,+(-1b"(k+2S) == 2kg 
an, indem man zuerst den Fall betrachtet, wenn « ungerade und m gerade, 
so geht diese Gleichung in die Congruenz 


C„—k = 2kg-+2u (mod. 8) 
über, d. h. in 


C„+k = 2klg+l)+2u (mod. 8). 
Je nachdem x die Form 4”-+1 oder 4»-+3 hat. ist also für den Modul 8 
C„+k=2k(g+l)+2 oder = 2k(g+1)+6. 
Ist nun oe eine gerade Zahl, so ist Ak von der Form 4a-+1; diese zwei Uon- 
gruenzen gehen daher in 


C„+k= (Sn+2)\(g+1l)+2 
und 


; = (Sn+2)(y+1)+6 





so besteht S aus « Gliedern, von welchen jedes das Product aus «—1 der 
Grössen 2a, +1, 2,-+1 u. s. w. ist. Dasjenige Glied, in welchem z. B. die 


iber. 
ersten 








( 'ongru 


und es 


— 4n’- 
Ar 
IL 


4n . 7 “ 
zu den 


d.h. z 


Da ab 
ist. wi 
Uongri 
sein, & 
also, ] 
oder 

Da 2/1 


oder 


Es mi 
Form 
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iber. Da aber, nach e. Staudt, C,—+k durch 8 theilbar ist. so muss im 
ersten Falle g=4»-+2, im zweiten g= 4x sein, demnach in beiden Fällen 
u+g=3 (mod. 4). 

Ist » ungerade, also k von der Form 4a+3, so werden die zwei 
Congruenzen nun 
+k= (SRr+6)\(g+l)+2, 
C,+k = (dn+6b)\(g+1l)-+6, 
und es muss daher, je nachdem «= 4»+1 oder 4n-+3 ist, g= 4w’ oder 
— 4#’+2 sein, d. h. es ist jedenfalls «+g = 1 (mod. 4). 

7! Sind « und m beide ungerade, mithin g gerade und A von der Form 
4n-+-3, so führt die Gleichung (3.), je nachdem «= 4»-+1 oder = 4”+3, 
zu den Congruenzen 

C.+ k = 2kg— 2. 
C-+k 2kg—6,. 


(mod. 8) 


d.h. zu 

C„—kz2klg-1)—-2 = (dr +6b)y—D)—2., 

Ü,—kzs 2kig—] —b = (dn + Hly—l \—b. 
Da aber, wenn m ungerade, C,— A nur durch 4 und nicht dureh 5 theilbar 
ist, wie oben bemerkt wurde, so muss, je nachdem die erste oder zweite 
CUongruenz statt hat, g in der Form 4»-+2 oder in der Form 4» enthalten 
sein, also jedenfalls «+9 = 5 (mod. 4). 

Ist a gerade, m ungerade, also g ungerade, so folgt aus Gleichung (3.) 
C,+k = 2kg—2u (mod. 8), 


also, je nachdem a = 4» oder = 4a +2 


„-kz2klg-]), 
oder 
C„—k==2k(g—-D-4. 
Da 2% in der Form 42-+2 enthalten ist, so heisst dies 
C„—k = (d4na-+2)(g—1) 
oder 
C„-k= (ia+2)g—-)—4. 
Es muss daher im ersten Falle g von der Form 42+3, im zweiten von der 
Form 4»--1 sein, also jedenfalls «+g = 3 (mod. 4). 
Sind « und m gerade Zahlen, also g ungerade und ist zugleich o 
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gerade, so hat man wieder die Congruenz 
C,„+hk = 2k(g+1)+2u, (mod. 8), 
welche, je nachdem «= 4n oder = 4n-+2, in 
C,+k = 2k(g-+1) 
oder 
C„+k = 2k(g+1l)+4 
übergeht, d. h. da k von der Form 42 -+1 ıst, in 
C„+k = (d$n+2)(g-+1) 
oder 
C„+k = (In+2)(g+1)+4. 
Mithin, da C,+% durch 8 theilbar ist, so muss im ersten Falle g die Form 
4n+3, im zweiten die Form 4»+1 haben, also wieder jedenfalls 
u+g9 = 3 (mod. 4). 

Ist aber » ungerade, mithin k von der Form 4»-+-3, so ist nun, wie 
oben gezeigt wurde, S= «+42 (mod. 4), man hat daher, je nachdem x — 4n 
oder =4n-+2 ist, 

C,„+k = ($n+6b)(g+l)+4, 

C,+k = ($n+b)\(g+1). 
Mithin muss im ersten Falle g die Form 42-+1, im zweiten die Form 
An-+3 haben, so dass in beiden Fällen #»--g==1 (mod. 4). 

Fasst man alle Fälle zusammen, so ergiebt sich daher: Ist m un- 

gerade, so Ist 

u+g9 = 3 (mod. 4), 
ist m gerade, so ist „+9 =3 oder =1 (mod. 4), je nachdem » gerade 
oder ungerade. 


Göttingen, den 8. October 1875. 
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Generalisation de la theorie du rayon oseulateur 
d’une surface. 
(Par M. R. Lipschits ä Bonn.) 


(Extrait des Comptes rendus de lAcademie des Sciences de Paris, seances du IV et 17 Janvier 1876.) 


Dans la seance de V’Academie du 19 octobre 1874, t. LXXIX p. 909, 
M. ©. Jordan a fait connaitre une generalisation du theor&me d’Euler sur 
la courbure des surfaces. Une generalisation de la theorie du rayon oseu- 
lateur d’une surface, fondee sur un prineipe different, se trouve exposee 
dans mon Memoire intituleE Entwickelung einiger Eigenschaften der qua- 
dratischen Formen von n Differentialen, date du 18 octobre 1869 et public 
dans le Journal de M. Borchardt, vol. LXXI, p. 274, et de me&me dans 
analyse exacte que Jen ai donnee dans le Bulletin de M. Darboux, t. IV, 
p. 297. Quiil me soit permis de presenter & l’Academie une comparaison 
des deux methodes de generalisation mentionnees. 

Dans les formules de M. Jordan, certains systemes de valeurs etant 
supposes nuls, qui, sans cela, devraient y figurer, determinons les ex- 
pressions plus generales auxquelles on parvient, abstraetion faite de cette 
restrietion. Admettons que dans la variete de l'ordre » des » variables x. 
les lettres a, b, ... parcourant la suite des nombres depuis 1 jusquä n, 
deux varietes de llordre a —/! soient determinees par chacun des deux 
systemes d’equations simultandes y. = const. et 3; = const., la lettre « et la 
lettre 5 designant la suite des nombres depuis l’unite jusqu’au nombre 1. 
Supposons que les variables x,, regardees comme les coordonnees d’un 
point dans un espace & x dimensions, recoivent les aceroissements dx, 
ou d’”x,, selon que le mouvement du point x, satisfait au systeme d’y,= 0 
ou au systeme d®?z;=0. Supposons de plus que le carr& de la distance 
d’un point z, & un point voisin @,+ dx, soit mesure par la fonetion 2 dx, 
et cherchons la fraetion O0 dont le denmominateur est le carre de la distance 
du point x, & un point quelconque fixe z,+d”x,, et dont le numerateur 
represente le carre de la distance la plus petite dun point variable z,+d" x, 
au point z,+d”x,. Il faut alors rendre minimum la fonction 
Z[dV ,— d® x] 
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par rapport aux differentielles d’x,. en ayant egard aux eonditions d’y 


-(), 


(X 
(A 


Par les methodes eonnues. et en introduisant les notations 


y Ya Oy; 1 o det $a,8 
: = ri Sr ß 9 4 .. — S, N . 
ı 02, 08 l dets.a 08,5 
on aurfa 
(2 y OYa ya 
| Wand = ZI, 
( 1 ) u, ‚ OL, i k 


Ei’, d®a]) = ZS.,d® yd9yp, 
va 


a,ß 
d’oü Von tire 
&S,.3dI9y,.dya 


() — .. 5 (d®z,)' 


Ein ajoutant les conditions que les d’z, satisfassent aux &quations 


u 
d’z, = d’y+23d——d’x,. 
. a OLa 


y 


les de, aux equations dy;,=0. ayant de plus egard aux equations 


4 


@! 
d”’z,=0, les d'’y, qui figurent dans le nume£rateur de Q prendront les valeurs 


a A 
— Id Ju dx 


a OTı ” 
en outre les dx, eonvergeront par le deeroissement des valeurs d”y;. 
d’apres (1.). vers les limites d’’x,. Par suite, la fracetion Q se confond 
finalement avec la fraction 
u 
28.338 d . 
a 


a. 


/ . al) 2 
“ dV)2,3d 2 dx 
h } 


CIı Ti 
. ( 1 ) \2 
= (d Ta) 


qui signifie la meme chose que la fraction marquee (5.) dans la note de 
M. Jordan. Or, apres avoir fait remargquer que la fraction en question, si 
on fait varier les d’’x,. presente »—/ maxima ou minima, M. Jordan for- 
mule un probleme de mazximis et minimis pour la somme de ces valeurs, 
divisee par la fonetion de, par rapport aux dr,. et il d&montre quil ya 
n—! solutions et que deux systemes d’r, et d”’x, correspondant &a deux 
solutions differentes satisfont A l’&quation Ed’x,d'x,=0. Dans le cas n=3, 
a 
/=1 la dite somme devient egale au carre du sinus de l’angle eompris 
entre deux plans conseeutifs tangents & la surface y,=eonst. Voiei la 
base de la generalisation de M. Jordan dont j’ai parle. 
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u 1 


La generalisation de la theorie du rayon oseulateur que j’ai mentionnde 


plus haut s’appuie sur le theoreme de Mecanique, que lorsqu’un point ma- 
teriel, qui n’est soumis A laetion d’aueune force aceeleratriee, doit se mou- 
voir sur une surface determinde, le moment de la pression exerede en ehaque 
point est proportionnel a la valeur reeiproque du rayon de eourbure. Pour 
etendre le probleme du mouvement du point imagine, supposons que, dans 


u 


un espace A » dimensions, le carre de la distance du point x, au point 
voisin z,+dx, soit represente par la fonection essentiellement positive du 
second degre des n difterentielles dr, 


2f(dze) = Za,,dxı,dz,. 
a,b 


otı les coefficients a,, dependent d’une maniere quelconque des variables r, 
et otı le determinant deta,, = 4 ne s’@vanouit pas identiquement. Les va- 
riables x, etant assujetties aux / conditions y, = eonst.. on demande que la 


premiere variation de lVintegrale 


'f,/ de 5 ; . 
/ Ir dt )Hayıtayp++ A y.\dt, 
dans laquelle les lettres 4, denotent / multiplicateurs indeterminds, s’annule. 
Alors les quantites A, deviennent egales A des fonetions homogenes du 
second degre des derivees en. Sı Von substitue ces valeurs des multi- 
plicateurs dans la somme Si,0dy,. ol les variables dy, sont susceptibles 
de valeurs queleonques, cette somme representera une „eneralisation du 
moment de la pression preeedemment defini. 

En voiei deux avantages prineipaux. ÜUonsiderons le cas speeial. 
dans lequel les variables x, signifient les coordonnees de divers points ma- 
teriels lies par les conditions y,= const., ex@eutant leur mouvement dans 
l’espace & trois dimensions d’apres les lois ordinaires de la Me&canique, sans 
etre soumis A aucune force aceeleratriee. Soit en outre 2r( =) la somme 
des forces vives du systeme en question; la fonetion IA,dy, representera 
la somme des moments de toutes les pressions. De plus la fonction I4,dy, ala 
propriete generale d’etre covariante avec la forme f(d.r) et avec le systeme des 
fonctions y, egalees A des eonstantes. Or en remplacant dans les fonetions 
4, les derivees - par les differentielles dx,. j’ai discute les maxima ei 


minima de la tonetion 


Ar 
had (de) 
fd) — flde) 
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par rapport aux dx, assujetties aux equations dy, = 0; j’ai demontre que les 
solutions existent au nombre de »—/, et que, pour deux systemes d’x, et 
d’x, eorrespondant A deux solutions differentes, il y a la relation 





















‚ Of(d'x) 


n 
a oda, de 


laquelle exprime Vorthogonalite par rapport a la forme 2f(dx)*). Dans le 
cas de /=1 il est permis de remplacer dans la fonction A (de), sans porter 
prejudice A son caractere de covarlant, la variation dy, par la quantite 
(1,1), ou 


. 


\ _ y Ass MM yı oA 
( 1. 1 ) a R' 2 nn n “ A. zu N 
re ES Cds 


et alors pour la forme speciale 
(de) = I de, 
et pour = 3 le quotient -(dE) sionifie 1a valeur negative et reeiproque 
f(de) "© ° 
du rayon oseulateur d’une section normale & la surface y, = const. 

Fixons maintenant l'attention sur le fait remarquable qu'il existe une 
fonetion qui est covariante avec la forme f(dx) et avec le systeme des 
fonetions y. egalees a des eonstantes, et qui se change en la fraction (2.), 
lorsqu’on y introduit la supposition speciale 


f(d«) = 43 dr; 
a 


de M. Jordan. Pour trouver cette fonetion deduisons de la forme A(d.) la 
forme bilineaire 


x oA(dx) (l) y; (1) \ 97 (1) 
=, U m=Sı,(de, dx) Iy. = 2h(de, d\ x) 
a O a @ 


et operons sur le carre: 
Zi, (de, d x)A;(de, d’a)dy,dys = HYlde, d z)A(de, d® x). 
Dapres les prineipes etablis le caractere de covariant de cette ex- 


pression n’est point alter si Yon remplace les produits dy,dys par les 
expressions 


‚As Gy. Oya 
\&, P) == > — Ya Y; ur 
5 a.b N COXa OL; 


*) Bulletin de M. Darboux t. IV p. 302. 
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Cette operation nous eonduit A l’expression 


(3) Z£le, Pln. (de, d’a)n,;(de, dx), 


a,p 


apres avoir employe les &quations 


. / r j ’ f 1 det(z, Ö 
ı,(dz, d’ x) = —-Z&[e, Plns(de, dx), [e,P]= —- u de 
| Pi: Mr na det(y, 0 ö(a, ) 
‚ ” A b ’ . 0 n m o°ı » 
ns(dz, dc) = —- 3 —-f,(de, dr) a dx,d' x, 
- bb D&D r Or; a5 O7,0X% 
SL Ol Ol OApe \ 
f, (de, d"’ 2) = 4323| —- + — —— )de,d” £. 
® pr b,c Or. OT OXLı / 
Or, en supposant 
f(dz) = 423 dr,, 
a 


les quantites (a, $) se changent en s,,, les quantites [e,}) en S,; 


fonetions 7,(dx, dx) en 


sc 
Sd—2d®z, 


u 
et par conscquent la fraction 
RS la, Aln.(de, d"z)ns(de, dx) 


(4.) — - 
P > A,,dr, dad 'x% 


a,b 
se change en la fraction (2.), et elle repr&sente par suite la fraetion cherchee. 
En suivant la methode de M. Jordan, il faut determiner les maxima 
et minima de (4.) par rapport aux d’’x,, diviser alors la somme des valeurs 
de (4.) par la fonetion 2f(dx) et diseuter ensuite les maxima et minima 
de ce quotient par rapport aux dx,. Mais le nombre » — ! indiqu& plus haut, 
d’apres M. Jordan, comme nombre des solutions du premier probleme, se 
reduit effeetivement au nombre 7 lorsque / est plus petit que »—/, A l’unite 
pour {=1. Par consequent, dans ce cas, la dite somme des valeurs se 
confond avec la fonction elle-m&me, lorsque les dx, y sont remplaces 
par les valeurs convenables. Par suite il sagit des maxima et minima de 
la fonetion 
(5.) [1,1]n, (dx, dx)n, (dr, dx) - (1,1)4, Ge a u dx) 
4f(dx, dx) 4f(dx, d\r) 
par rapport aux dr,. On conelut par des eonsiderations fort simples, en 
remplacant pour un moment les deux systemes dr, et dx, par n—]1 
quantites independantes, que les a—1 maxima et minima de la fonetion (D.) 
38° 
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eoineident avee les n—1 maxima et minima de la fonetion 


—YI1, A]n,(de,de) __ YA,1)2 (de, de) 
2f(dx) 2f(dr) 

,(d) 

f(dx) 


que les valeurs de (5.) deviennent egales aux carres des valeurs corre- 


(6.) 


qui resulte de la fraction 


spondantes de la fonetion (6.), qui represente notre generalisation de la va- 
eur negative et reeiproque du rayon osculateur. Cela fait voir de quelle 
maniere les deux generalisations s’accordent entre elles pour !=1. 


Bonn. deecembre 1875. 











Ganzzahlige Multiplication der elliptischen Functionen 
in Verbindung mit dem Schliessungsproblem. 


(Von Herrn Max Simon in Strassburg i. E.) 


Die vorliegende Arbeit nimmt ein Problem wieder auf, welches den 
Verfasser als Mitglied des mathematischen Seminars zu Berlin bereits in 
den Jahren 1864 und 1865 beschäftigt hat und den Gegenstand seiner 1867 
erschienenen Dissertation *) bildet. 

Wie die ganzzahlige Multiplication der cyklischen Functionen mit dem 
Problem der Kreistheilung zusammenhängt, so die der elliptischen mit dem 
der Schliessung. Dieser Zusammenhang, zuerst von Jacobi erkannt (dieses 
Journal, Bd. 3), wird durch ein gemeinsames algebraisches Band vermittelt. 
wie folgt: 

Sei (2, Y, 2, ....) ein System Grössen, abhängig von f, und bestehe 
zwischen je zwei aufeinander folgenden # ein bestimmter Zusammenhang, 
so wird die Zahl distineter £ und damit (z,y,z,...) im allgemeinen eine 
unendliche sein; im besonderen kann dieselbe eine endliche werden dadurch, 
dass ein bestimmter Uyklus #,...t, beständig wiederkehrt, so dass £,.,=t#,. 
Dann lässt sich # als periodische Function einer neuen Veränderlichen « 
ansehen und die Gleichung zwischen #, und f,,, als die eines Additions- 


theorems. Dieselbe muss im allgemeinen in £, und #,,, symmetrisch und 


vom zweiten Grade, also die der elliptischen Füunetionen sein; denn nur 
dann entspricht jedem t ein Nachbar zur Rechten und einer zur Linken, so 
dass, sobald £,,,=t,, dieselben Wechsel i» infinitum wiederkehren, ausser 
wenn £,=h, in welchem Falle das System die Form #,...t,t,...t, oder 
bı...£, 8,18... annimmt, Ausnahmefälle, denen wir später begegnen werden. 
Wird nun t= g(u) gesetzt, so ist h = p(u-+e) ete., und wenn £,,,=4,, Im 
allgemeinen »« gleich einer Periode; diese von « ganz unabhängige Be- 
dingung ist, wenn einmal erfüllt, es immer. ‚Jedesmal also, wenn durch 
Fixirung von t und YR(t) (wo R höchstens vom vierten Grade) ein ein- 


deutiger Fortgang bestimmt wird, gilt ein Schliessungstheorem. Bei einer 


*) De relationibus inter constantes ete. Berlin. 
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Curve nten Grades mit 4»n(»—3) Doppelpunkten, deren Coordinaten daher 
in £ und ‚Rh rational, wird dies bewirkt, indem man noch p feste Punkte 
auf der Curve nimmt, dann dureh die Doppelpunkte, p—1 feste und einen 
beliebigen =’ eine Uurve Zen Grades legt. und die Relationen 


„l=n(n—3)+p+1l lUl+3)=n(n—3)-+2p 


in ganzen Zahlen löst. Man sieht, dass für jedes » die Lösungen: 


I=n-l. p=2n—1l und =n—2, p=n-l 
existiren. Dabei stimmt in der Relation 
di, » dt, 
IR’) Y R’(t,) 
R' mit R überein, weil wenn R'(t)=0. (z,9,3,) durch £ rational ausdrück- 


bar, ebenso wie für AH=V%. 

Sei jetzt n= 3. dann giebt die zweite Lösung den bekannten, von 
Steiner dieses Journal Bd. 32 mitgetheilten Satz, dessen Beweis, ausgehend 
von Formeln des Herm Aronhold, Clebsch dieses Journal Bd. 63, mit Hülte 
der elliptischen Funetionen, Herr Eduard Weyr Bd. 71 geometrisch geführt hat, 
und welchen nebst dem verwandten von der Curve vierten Grades mit zwei 
Doppelpunkten Theodor Berner in seiner Dissertation: De transformatione 
secundi ordinis, Berlin 1865, auf den einfachen Satz zurückgeführt hat: „Das 
einem Kreise eingeschriebene Polygon. dessen Seiten abwechselnd zweien 
festen Richtungen parallel sind, schliesst immer mit derselben Seitenzahl. 
wo man auch die erste Ecke annimmt.“ 

Sei y = 42—gr0—g die Gleichung der Curve: also z=pu, 
y=g'u, so dass also einem Werthe des Argumentes v» auch nur ein Punkt 
der Curve entspricht, welchen man daher mit (#) bezeichnen kann, wie die 
(rerade, welche zwei Punkte (x#) und («) verbindet, mit ((w) («)); letztere 
schneidet die Curve noch in einem dritten Punkte (w,). Da nun je zwei 
Punkte den dritten eindeutig bestimmen, so muss ©, =&0+8€0+ sein, wo 
e und © gleich +1”) Verbindet man jetzt (a) und (—w), so ist diese 
(serade der y-Axe parallel, also «,=0, woraus allein schon C=0 und 
e=e folgt. Lässt man nun a in «, die Gerade in die Tangente übergehen. 
so erhält man zur Bestimmung von u, 


OD 
Pu —pu po" a) 
= u). 
pu, —pu p' 


*) Salmon, Higher plane curves, see. ed.. 1573. $ 378, findet sich derselbe Schluss. 
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Es ıst aber 


" 


Po (— Zu) — p’u ” ) 
—_ (u)”), 
9(— 2u) — pu w' 


| 


also u = —2u, e= —1, u tua+e=0( und die Bedingung des Schliessens 
n(@a—P)= 0; man sieht, dass x einer der 9 Wendepunkte und vier ihrer 
12 Verbindungsgeraden der y-Axe parallel. 

Ich wende mich nun zu dem bekanntesten unter den Schliessungs- 
problemen. Im Traite des proprietes projectives beweist Poncelet den Natz: 
„Lässt sich von einem Punkt eines Kegelschnitts aus in denselben ein 
n-Eck beschreiben, welches zugleich einem zweiten umgeschrieben ist, so hat 


jeder seiner Punkte dieselbe Eigenschaft.“ Denselben Satz, nur auf Kreise 


beschränkt, theilt Steiner im zweiten Band dieses Journals mit, und zugleich 
die metrischen Relationen für Viereck, Sechs- und Achteek in rationaler, 
für das Fünfeck in irrationaler Form, seiner Gewohnheit nach ohne Beweis. 
Schon im dritten Bande nimmt Jacobi in der berühmten Abhandlung: „Ueber 
die Anwendung der elliptischen Transcendenten auf ein bekanntes Problem 
der Elementar - Geometrie‘ die Priorität in Bezug auf die Relationen für 
Eulers Schüler Fuss in Anspruch (Acta nova X u. XIII. Mit der Ein- 
führung des Additionstheorems der elliptischen Funetionen deekt er selber 
die wahre Quelle dieser und aller ähnlichen Sätze auf und giebt zugleich 
den allgemeinen Beweis des Satzes und die Relation zwischen den Uon- 
stanten des Problems, nur die letztere nicht in ihrer einfachsten Form. 
letzterem Zwecke dienen zwei Arbeiten von Richelot im 5. und 38. Band 
des Journals. 

Alle diese Formeln beziehen sich auf den Fall zweier Kreise und 
liessen somit die Aufforderung Jacobis am Schlusse seiner Abhandlung un- 
berücksichtigt: „Aehnliche Betrachtungen unmittelbar für das System zweier 
Kegelschnitte anzustellen.“ Diese Betrachtungen umfassen drei Probleme: 
I) die Poncelet- Steinerschen Sätze direet zu beweisen, II) die aus den In- 
varianten der Kegelschnitte zusammengesetzten Constanten anzugeben, welche 
an Stelle der Radien und des Mittelpunkt-Abstandes treten, III) die Re- 
lationen zwischen diesen und der Seitenzahl selbst in einfachster rationaler 
Form aufzustellen. Letzteres Problem fällt wiederum mit dem der ganz- 
zahligen Multiplieation der elliptischen Functionen oder der Elimination 

*) Eine ähnliche Formel findet sich bei H. A. Schwarz, Bestimmung einer speciellen 


Minimalfläche. Berlin, 1871, Seite 79. Die vorliegende folgt aus (21.) des $6, wenn 
man darin » gleich —2 setzt. 
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zwischen einer Kette symmetrischer Gleichungen zweiter Ordnung zu- 
sammen. — Eine Arbeit der Herren Rosanes und Pasch (dieses Journal 
3d. 64), unabhängig von den Arbeiten der Herren Cayley (Phil. Mag., 1855) 
und Moutard (im Anhang zu Poncelets Applications d’analyse et de geometrie 
beschäftigt sich mit diesen Problemen. Ich erwähne hier gleich, dass auc]ı 
Grunert in seinem Archie das Problem der Rechnung unterwirft, und dass 
Herr Eduard Weyr (dieses Journal, Bd. 70) mit Hülfe der gemeinschaft- 
lichen Elemente zweier involutorischen Gebilde auf demselben Träger den 
Ponceletschen Satz tür das Dreieck beweist. Wenn ich nun wieder auf das 
viel behandelte Problem zurückkomme, so ist es besonders die Einfachheit 
der von mir erhaltenen Endformeln, die, wie ich hoffe, diesen Schritt recht- 
fertigen wird. — Die vorliegende Abhandlung ist, von einzelnen Verein- 
fachungen abgesehen, zuerst im Programm des Kaiserlichen Lyceums zu 
Strassburg 1. E. 1875 erschienen. 


S$1. Beweis des Ponceletschen Satzes. 

Seien Fir,y.z2)=0 und p(z,y,3) = 0 die Gleichungen der Kegel- 
sehnitte in homogenen Coordinaten, so ist es auf unendlich viele Weisen 
möglich, durch die Substitutionen 

z=Wutrat+af, y=btbt+bt, z=eo+talt+Gf 
die Gleichung Fiz,y,2)=0 zu befriedigen, so dass einem Werthe des t 
ein Werthsystem x, y, 3 entspricht. Da nun aus einem Punkte (£,) von F 
sich an g zwei Tangenten ziehen lassen, deren jede F in einem neuen 
Punkte (#&) schneidet, so ist die Gleichung zwischen #, und t, von der 
zweiten Ordnung und symmetrisch in #, und £, von der Form 


LE+Mt+N; 
daraus folgt 
Oo ” dt, 
YR(t) YR(,) 


wo R die Diseriminante vierten Grades dieser Gleichung bezeichnet. 

Da nun das Verschwinden von R anzeigt, dass zu einem #, nur ein 
einziges #, gehört und dies nur für die vier Schnittpunkte (7,7,7,7,) der 
beiden Kegelschnitte stattfindet. so kann sich R(&) von (t—r,)\(t—t,)(t-T,)(t—T,) 
nur durch einen eonstanten Factor unterscheiden, der aus der Differential- 
sleichung herauställt; wir haben also unmittelbar 

dt, dt 


2 


} (tk, u (t, u rt, )(t, — 1, -t,) } (,—T,),— 7), —T,)(l,—T,) 





u 


W 


Rn 


W 


”i 


rn 


am 
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di. 


En 
Yela,tat,ta,ti,b,+bt -+b,t?,c,+e,t—+c,t}) 


dt, 


Yp(la,ta,t,+ta,t?, b,+b,1,-+Hb,t?, c,+te,t,+te,t;,) 


wo nach Fixirung des Zeichens von Ygyt, dasjenige von Iyt, völlig be- 
stimmt ist. 
Seien nun zuerst alle 7 complex: man setze 


. = du, uf > , =x(e), 
RU) En LLC) 


so ıst 


,=ylute), b„ı=x(u+ne), 


vis di 
a = 
| yRCc) 


t, den völlig willkürlichen, zu #= 0 gehörigen Werth von x bezeichnet. 


Wo 


Soll also das aus (f,) beschriebene, dem Kegelschnitt F ein-, dem 
Kegelsehnitt 9 umgeschriebene Polygon schliessen, so muss 
x\u+na) = y(u) 
sein, d.h. n« entweder gleich einer Periode, oder äquivalent s—w, wo s die 
Summe der beiden Argumente bezeichnet, für welche y(») im selben 
Periodenparallelogramm denselben Werth annimmt. Dies letztere ist. wenn 
R(t) und LÜ-+-Mt-+N nur für complexe f verschwinden, nicht möglich. weil 
dann 
z(u+rve) = y(u+(n—r)e) 
sein würde, also wenn 
n=2m, xlu+m-—-)ea)=xy(u+(m+1l)e), 
d. h. (m+1) ein Schnittpunkt: wenn 
n=2m+1. xy(u+mea) =y(u+(m+1)e), 
also (m-+1) ein Berührungspunkt der gemeinschaftlichen Tangente. 
Umgekehrt, wenn die Wurzeln von R(f) und LP+Mt+N keinen 
Bedingungen unterworfen sind, so ist der Satz insofern einzuschränken, dass: 
a) wen reelle Schnittpunkte vorhanden, die gemeinschaftlichen Tan- 
genten imaginär, das schliessende 2n- Eck einen Schnittpunkt allein nicht 
zur Ecke haben darf; 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 4. 39 
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b) wenn die Schnitipunkte imaginär, reelle gemeinschaftliche Tangenter 
eorkanden, das schliessende (2n-+-1)-Eck einen berührungspunkt allein nicht 
sur Ecke haben darf; 

ce) wenn beide Arten singulärer Punkte vorhanden, das schliessende 
n-Eck nicht einen solchen allein zur Ecke habe. 

Denn in jedem der drei Fälle kann man für je zwei beliebige 
Kegelschnitte einzelne schliessende Polygone eonstruiren. Doch muss be- 
merkt werden, dass diese immer uneigentliche sind, weil sie, wenn » = 2m, 
aus m (doppelten Seiten bestehen, und wenn »=2m+1, aus m doppelten 
und einer verschwindenden. 

Wenn aber in den sub a), b), e) angeführten Fällen das schliessende 
Polygon zwei singuläre Ecken hat, so gilt wieder der Satz allgemein. 

Der Berührungspunkt der Geraden ((4)(&)) mit der Curve g ist, 
nachdem das Zeichen von YR(t,) fixirt, völlig eindeutig bestimmt, so dass 
der Kegelschnitt g dureh die vier Schnittpunkte und z(e), nach Fixirung 
des Wurzelzeichens, völlig bestimmt ist. Bemerkt man ferner, dass RN. 
weil von den Schnittpunkten allein abhängig, für alle Kegelschnitte der 
Schaar AF+g dasselbe ist, so erhellt sofort die Wahrheit des allgemeinen 
Ponceletschen Satzes: „Wenn sich n—1 Seiten eines dem F eingeschriebenen 
Polygones auf p wälzen, so wälzt sich auch die n“ auf einem bestimmten 
Kegelschnitt der Schaar“; und: „wenn sich n—1 Seiten auf Kegelschnitten 
der Schaar AF-++g wälzen, so auch die n’.“ 

Denn im ersten Falle ist 

„= x(u+ne) = ylu+pP). 
und z(P) kann rational durch z(e) und z'(e) ausgedrückt werden. 

Legt man daher durch die vier Schnittpunkte und den Berührungs- 
punkt auf (z(0)x(P)) einen Kegelsehnitt, so wird die Gerade (z(a)2(u+P)) 
diesen für jeden Werth des a berühren. Im zweiten Falle ist 
n=zluatra +. Ha) = y(a+Pß), 


und z(7) kann wieder rational durch z(e) und z7'(«e) ausgedrückt werden. 
Es kann vorkommen, dass der fünfte Punkt mit einem der vier Schnitt- 
punkte zusammenfällt, aber auch dann ist der Kegelschnitt eindeutig be- 
stimmt, da er dureh drei Punkte gehen und eine gegebene Gerade in einem 
gegebenen Punkte berühren soll; die Tangente ist dann der entsprechende 


< 


\ 


Strahl zu dem, der einen der drei Punkte mit dem auf ihr selbst gelegenen 
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Punkte verbindet. Der Beweis des reciproken Satzes: „Wenn n—1 Ecken 
eines dem Kegelschnitt F umgeschriebenen Polygons Kegelschnitte der Schaar 
„F+g durchlaufen, so durchläuft auch die n'“ Ecke einen solchen‘ ist in 
engerer Fassung als „Schliessungssatz“ von Herrn Salmon bewiesen für ein 
confocales System und damit. da sich vier imaginäre Gerade in vier beliebige 
andere projieiren lassen, für jedes. Hier entspringt der Beweis des allge- 
meinen Satzes aus der Bemerkung, dass zwischen dem ersten Berührungs-t, 
und dem folgenden 4, wieder die Gleichung zweiten Grades besteht, und 
auch AR(f) unverändert bleibt. Eine eigentlich geometrische Bedeutung 
haben diese Sätze nur in dem Falle, dass die vier Schnittpunkte imaginär 
und sich überhaupt eine reelle Tangente ziehen lässt. 

Will man zum Beweis dieser Sätze die elliptischen Funetionen nicht 
heranziehen, so braucht man nur zu bemerken, dass die zwischen je zwei 
auf einander folgenden £ bestehende Gleichung LfF+Mt+N symmetrisch in 
Bezug auf f, und #,,,. nach Elimination von &, t,, ... zu einer Gleichung 
derselben Beschaffenheit zwischen #, und £,,, führt. welche wiederum als 
Berührungsbedingung für einen Kegelschnitt der Schaar genommen werden 
kann, und wenn #,,=t, wird, eine Gleichung vierten Grades liefert. Diese 
hat vier Wurzeln für jedes » und je zwei Kegelschnitte, deren Bedeutung 
darin liegt, dass wenn »= 2m, die Ecke (m+1) ein Schnittpunkt, wenn 
» — 2m+1. ein Berührungspunkt der gemeinschaftlichen Tangente ist. Hat 
die Gleichung nun noch eine davon verschiedene Wurzel, so hat sie mehr 
Wurzeln als ihr Grad, also unzählige viele. 


$2. Die Constanten des Problen:s. 

Da die Eigenschaft des Schliessens projeetivisch, so sind die Con- 
stanten, welche in die Relation z7(ne) = %(w) (w eine Periode) nebst » ein- 
schen, aus den Invarianten der Kegelschnitte zusammengesetzt. Ihre An- 
zahl bleibt dieselbe, ob man sich der Jacobischen Normalform oder der von 

' 
x allein abhängigen Weierstrassschen bedient. Die letztere enthält die 
Invarianten der biquadratischen Form AR(t) explieite. Die zu bestimmenden 
Constanten sind daher g.. 9. pc. In den Coeffieienten von 
Ri) = gt 2tpuatt(lpıt+ 2) +2 yatly: 
ist 9, vom zweiten, 9, vom dritten Grade, also auch in den Coeffieienten 
des Kegelschnitts %. Wenn die Disceriminante von 4s’— 9s— = Rs). 


nämlich gg —27g; verschwindet, so müssen sich die beiden Kegelschnitte 


39* 


[3 
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(D,) der Invariantengleichung der Kegelschnitte J= 4# +02 +0,14. 
also 2—27,—=C,D,, wo C, nur von den Coeffiecienten von F abhängen 


kann. Ebenso oseuliren sich die beiden Kegelschnitte, sowohl wenn A, (s). 
als wenn J Kuben werden; d. h. also wenn & und ,=0, oder wenn 
9—-30,4= 0 und 29” —900,4+274, 1 = e beide Null sind, also 


= > I-+ O;€, 9; = C,ö+ C; €, 
und mit Rücksicht auf den Grad von 9, 9, d, e in den Coefficienten von y 
=0d, B=be, 
wo (©, und (C, wiederum nur von den Üoefhieienten von F abhängen. Aber da 
g—-27g=CD,, 
+2 =27ID,, 


so erhält man, nachdem 


G=-3j0, 0= 3%6;1 
gesetzt 
= 6. 
Daher ist es gestattet 
30, =. 


zu setzen, ausser wenn & =0, was jedoch J=0, 9=0 nach sich ziehen 
würde. 
Führt man in 


R, ir == Au’ 35 ( ()° — 30, AN — Fu \ 214, Ha 9A IG, -- IP) 





RUN j 7) 
statt s die neue Veränderliche 4 ein, indem man s= JA+ —.- setzt, so «eht 
J I oO 
es über in 
AS (IE+OF+OI+A) = ART, 
di! u Ih 
so dass also in rn die Invariantengleichung selbst unter die Wurzel ge- 
VRit) 


bracht werden kann. 
Aus dieser Bestimmung der Coeffieienten erhalten wir nun auch die 
letzte der Constanten pe, d.h. den Werth des s,, der zu 5, =® gehört. 


10) 


Dann wird =0, also s= 3, 80 dass also alle drei Constanten, welche in 


der Relation auftreten, rational sind in den Incarianten der Kegelschnitte. 





berühren, und ebendasselbe bedeutet das Verschwinden der Diseriminante 
I 
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Es ıst also: 


9 ds 
A 3 
. y4s’ 


en 0,859, i 
wo 
g, = 1 —-30,N), 
9; 2 er (214, S— 990, A + DACH }, 


S3. Die Relation. 

Die gesuchte Bedingung zwischen den ÜConstanten war na gleich 
einer Periode, also on« = x. Es handelt sich jetzt also darum, pna = %, 
durch ge auszudrücken, d.h. um die ganzzahlige Multiplication der 
elliptischen Funetionen. Aus dem Additionstheorem folgt, dass 


Of (ou 


JNU = 
) Vu 


wo P.. O0, eanze rationale Funetionen bedeuten, P, vom Grade x’, 0, 
19 l Fee) ' ı 


vom Grade »’—1. Da wir nun hier zunächst 9, nur für den Fall, dass »« 
eine Periode, zu bestimmen haben, so braucht man nur den Nenner von %, 


nachdem Zähler und Nenner von gemeinschattlichen Faetoren befreit, gleich 
Null zu setzen; allein diese Entwickelung ist sehr weitläufig. Daher wurde 


. 2, m . onu u ta 
ich auf die Function a geführt. Es ıst 
u" : 


ö d’logonu onu o"nu — (o'nu)’ 
Ynu= — =— 


onu)‘ onu) 


Nun verschwinden ou und o’w nicht gleichzeitig, und wird der Zähler un- 
endlich, so wird es der Nenner von höherer Ordnung, also ist die Be- 
dingung gnu = x Äquivalent mit one —=0. Es ist aber 


o(u+r2w) = —e “re gu, 

- ! “ \ıN In’ { BI 
on(u+2w) = (—1)”e”" onu. 
> f ) no ” 

ON U--<W) ONnU 
(o(u-+?2w))” ou)“ 


en 2 r onu ’ En . ER i . : 
Die Funetion „>, welche ich wie in meiner Diss. mit r, bezeichnen 


OU 
werde, hat also dieselben Perioden wie 9x, daher lässt sie sich rational dureh 
die Funetionen 0,%, 0,4, 0,u, ou ausdrücken. Da nun onu und r, gleichzeitig 
verschwinden, mit Ausnahme des Arguments Null, so lässt sich die Be- 
dingung onu—=0 durch r,—=0 ersetzen, welche, sobald » eine Primzahl, die 
helation in der gesuchten einfachsten Gestalt liefert. Man muss zunächst 
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zeigen, dass r,, wenigstens wenn n ungerade, rational in 9, 9, 9. Ich 
wähle zu diesem Zwecke die Darstellung durch die Werthe, für welche die 
Function & wird, da man bei dieser 9 und 9. 9 in Bezug auf den be- 
zweckten Beweis nicht zu trennen braucht. Wenn die doppelt periodische 
Funetion F(w) dieselben Perioden wie 9u hat und für die Werthe u. ... u 
unendlich wird resp. von der Ordnung m,. ... m,, so ist, 


FW) = + ed,logo(u—u) ++ ci" di" logo (u— u) 
+6 d,log oa ww— w)+ + cd log o(u— u) 


+ e.d, logo (u—u,) +++ ec)” dirlogo(u—u,), 


wo die e Uonstanten und 9 +&+--+c,=0. Wenn » ungerade, ist r, eine 
oerade Function von a und wird nur für „=0 unendlich, aber von der 
Ordnung »’—1: also 

onu 


PEN » I) > u . r f > ee (n? 
our BERG C,, H ( U | C,y u u "2 C,„: a 4) U. 


Entwickelt man, um die Constanten zu bestimmen, beide Seiten nach 
Potenzen von a, so kommen auf beiden nur gerade negative Potenzen vor 
und in der endlichen Anzahl 4(#°—1)=e. Da nun diese zur Bestimmung 
der Uonstanten genügen, so kann man für diesen Zweck die o-Funcetion 


1: a 1 
durch ihre o ersten Glieder und 9 durch sein Anfangsglied „. ersetzen; und 


da auf der rechten Seite jedes e, nur mit «” multiplieirt vorkommt, so er- 


hellt sofort, dass r, in rationaler Weise von 9, 9. 9; abhängig, und zwar 


in Bezug auf 9 vom eten Grad. Wenn »= 2m, so ist r, ungerade, enthält 
unter den Werthen, für welche es verschwindet: ®, ®, ®+w', hat also 
R ‚ . \ : onu 2 2 hu 
den Factor 9a. Die Funetion ——— =r, ist dagegen gerade und enthält 
ou” u e 
die Bedingung; für v=0 wird sie unendlich von der Ordnung »’—4; daher: 
onu (n’—b) 


f „ | 
A ‚_ =-t7GMUTCOQ UFr''—T0.:_40 u, 
won” FOUR 2 u 


woraus wie eben folgt, dass r, in pw, g.. g, rational. 
Zur Entwickelung von r, genügt also die der o-Reihe bis zum 
4(@— ten resp. 4. (m’— Aten Gliede, für a=5 z.B. genügen die ersten 12. 
d’logou 
du‘ 
bedienen, aber sehr beschwerlieh. Bei weitem einfacher gestaltet sich die 


Es ist nun zwar möglich, sich hierfür der Definition = —- gu zu 
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erforderliche Rechnung durch die von Herrn Weierstrass seinen Schülern 
mitgetheilte partielle Differentialgleichung zwischen 


d’o do do 


N 
-i 
> 


du’ de,’ da, 


Allein wenn man dieselbe weiter verfolgt. so findet man eine ähnliche 


ER e- d’r ; i 
Gleichung für >, so dass es der o-Reihe nicht bedarf. 
> do“ 
Es ist 
al do Pe ı( do doN 
d\ 
\dg, du 2 h @) \dg, du 1 
du a4 : ( do \ ’ du e : ( ap \ 
du / du / 
= PU A d d/ 9. do \ d 69’—« 
BEZ E) = 304 Er 
“du \dg, du / du “dog, du du do 
du 
also ergiebt sich: 
do ‚do Sdlogou do 5 
1.) 198g: +5 — +60 —q,. 
\ 9:5 dg, 9: dgq, du du I: 
R Au er 
da die Integrationseonstante Null; und weil -; = 69% 
e dit ke 
d’ Bu. ’ d’logo Q, ,d’ logo d’logo 
— + x )-+ „ =9 -18 
du‘ du du* 4 lu’ dg, 9; du’dg, 
woraus durch zweimalige Integration: 
‚ dlogo | ‚  dlogo „ff dloso \’. d’ioro u 
9: er 1 g; - > ( ) 2 = ) j ä I: ’ 
‘ dg, u dg, UN. u / du ie) 
oder da 
( dlogo N“ d’logo A do 
u af u du’ 60 dw 
d’o 19 do , ,„, do 2 
— = 29: 4 — 10,0 ( 
du iz dg, 39: dg, 129: 


welche Gleichung der von Jacobi für die O- Function abgeleiteten entspricht. 


Setzt man nun onru=s, ou" =g und lässt auch in r, den Index 
weg, wo kein Zweifel vorhanden, so ist 
ee ‚ diogs n*u’ dlogs \ d’logs 
3 dg, “ 1290 dg, u, = er \ du v du? ° 
22? dlogq | 129,0? dloggq g n’u ei dlogg L d’ logq „ 
dg, dg, S 3 du’ 
woraus durch Subtraetion 
Be. 19 ‚ dr 2dr ,dlogo a 
7 Zr 3gare dg, TEEN dg, 7 du ” du m (n—] 9 
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Da r, rational in 9, 9, 9. So ist es gerathen, die Differentialgleichung in 
diese zu transformiren: 


dr or do d’r u De 
m -_ Pr - _7 > I "— ’ .) 
du co» du du‘ oo ur T 
o’r MB) u dr \ 5) dr ) } or f 2? dlogo dy " 
— 9°? — 2m +129,n° rn (n"—- Do+ —— | —2n (9). 
op" s 39 dg, 3 dy, a op N du du $ ) 


dlogo dy 


Man setze den Werth von 
du du 


aus (1.) ein und berück- 


dr _. a ' or dp» or or cw . 
(=2,3) gleich ist —-—- + -—, w — =- Dann erhält man: 

dg; . op dg,;, 09 09; 09; 

9\ nor _ ru? OT 5) or umrla? ‚ er ( 92,2 92 .2\ 

(2.) 9", = In - 129,0" -—- — rn (n" —1)9+ - »2n—1)— Sn 

k 77, zgIrR ög, + Ro YT dp  \3 ya 


als die herzuleitende, für jedes » gültige Gleichung. Man kann nun dem 
r als Funetion von 9, 9. 9; eine Form geben, welche es ermöglicht, die 
Functionen von 9, 9, mit denen die Potenzen von 9 behaftet sind, bis auf die 
numerischen Üoefficienten unmittelbar zu bestimmen, und die Gleichung (2.) 
dann für die Ausrechnung jener benutzen. Das hierzu dienende Verfahren 
ist dasselbe, welches Herr Weierstrass für die o-Reihe 


(2 C uP® gg u‘ +bu-+1 
angewandt hat. 
Setzt man 
n’—1 a 
Br i n —1 
sm, Amp, Png, Hamg, nem’r, = = 
so genügt r, ebenfalls (2.), und man hat 
1 ( y >) 
r(9,0..,0,) = r(mo, 1m, g,m'). 
\ > VB I m? \ I) 9: 9; 
Ks war aber, wenn » ungerade, 
ua, wear, 


also 
mtr m und v=2Di-+ Bu, 
wo 4, u, v gewöhnliche ganze Zahlen und v von Null bis o geht. 
Führt man diese Form von 


ns Se’ 20,6 wo =D... (BMAriu= Pr), 


in die partielle Differentialgleichung ein, so erhält man für die Coefficienten 


1 Y ur ” 
das Gresetz: 
























sichtige. dass, daa=f(9, 9.9). r= Ya. 9.9) = Ww(9, 9, 9). die Ableitung 


(3 


D: 


l 
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2v (2vr+1l)e,, = —tle-r+2) (20+6v—5)e;_, „+12 (2e+1)(A-+1) e;,, 


(3.) | | u 1 
+3(2e+1) (u+1)e;,_, ,.1.+ (e-7+3)(o—rv-+2) e; 


„u A,u—|* 


Da nun 
2A—-1)+3u =r—-2, 2A +H)+3(u-V)=r-—1. 
2I-2)+3(u+l)er—1l. 23+3(u-1\)=r—3. 


so ist klar, wie die zur Bildung der Coefficienten von 9°” erforderlichen 
c,, zusammer'gesetzt werden aus den schon für v—1, r—2, v—3 berechneten: 
Cu, für welches (3.) versagt, war gleich ». Für v=1 erhält man keinen 
Werth von 4 und «, also ,=0. d.h. das Glied 9°” kommt in r,,.ı 
nicht vor. 


Zur Gontrolle der Rechnung diene die Bedingung für das Dreieck: 
ee" SP (I-404,). 


Für n = 2m ist r, gleich 9 multiplieirt mit einer ganzen rationalen Function 
r„ von 9, 9, 9 von der Form 


wer _ L „u ,„Hn—4)—7—3(u—1) 
— (,,9:95 gM Ä . 


für welche man mit Hülfe der Identität 


d(ga" ‚ d(p'?) d(y'”) 
N .) \ ER \ Br \ wi C n 
0 = 129 dg 39: do, Tu‘ 3%) 39) 1299 


Jü 


leicht das Gesetz der Coeffieienten erhält (4 (n’—4) ist gleich 0’ gesetzt): 


2r (2v-+1)e,, = —Hlo—r+2) (20'+6v-+1)e,_,,+ (eo —r+3) (0 —r+?2)e,, 


(3°) . ! ” Ey dd 3 
+ 12.2 (e +2)(A+1)e;. Lu—1T 3 2(e+2)(u+l)o_.u4; 
n ° ° 
wodureh, da ce „= — 5: In vollkommen bestimmt ist. Man kann noch be- 


merken, dass durch die Substitutionen 


A;un(n’—1) Azun(n’—1 
C; 4 ans ‘ ‘ n > C;, a > ‘ h 3 
2 (27-1) 16%! = 2.2.(27 +1) 16%! 
in (3.) und (3°. ) A, in f(A:-ıu; A; ,u- 1» Artıu-ı . Aı-ı. +1) übergeht, wo Au 
1 | ä ‚ 
entweder 37 oder ZH alle anderen A ganze Zahlen werden. 
® \ zn J b) Das J 


Zum Beispiel diene: 


’ < 6 [ 4 3 292 2 ; 2 I\ 
= 9 (OT EP + — 35) 
— 2 (82.449499, 4,). 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 4. AO 
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Man sieht nun auch, dass die Zahl der Kegelschnitte der Schaar, welche 
die Bedingung erfüllen, 4(n’—1) oder % (n’—4) ist, je nachdem » ungerade 
oder nieht. Denn verwandelt man F in AF-+y, so bleibt AR(t) unverändert. 
weil von den Schnittpunkten allein abhängig, und somit auch 9 und g,. 
während ge in 344+ © übergeht. 

Bei der Ausrechnung der Relationen machen sich zunächst noch zwei 
Uebelstände bemerklich. nämlich erstens sind 9, 9 selbst ziemlich zu- 
sammengesetzt in den Invarianten, und zweitens bemerkt man, dass eine 
mit » wachsende Anzahl von Potenzen des „« herausfällt. Wenn wir 
„DB. 90=a, 9,4=b, SA, =e setzen, fehlen «*‘, «, a’ in r,. so dass nur 
bleibt dac—b’. Wenınza=4 0=6, fehlen a’, ... a; wenn na=5, 0o=15, 
fallen @”, ... a* fort, und es bleibt — (4ac — b’\’+(4ac --b’)2b.4° e—4*'c* ete. 
Dem ersteren kann man dadurch abhelfen, dass man a, b, ce statt 


u . ) . x . . . a 
g, und g, einführt; man weiss, dass 9°w durch die Substitution s=4-+ 3 
in (A-+ai’+bA+e) übergeht; führt man also statt pw ein 
a a 
u) = W-—, 
i J 


so verschwindet A(«@), so dass nur das constante Glied in r, berechnet zu 
werden braucht. Die Transformation der Differentialgleichungen macht keine 
Mühe, da 9 = K =, 

d’r d’r » dr  a@r 


_ = +0 z +: 
do“ di L dAda da’ 


eic. 

Was den zweiten Uebelstand betrifft, so sieht man, dass E(4o) die 
höchste Potenz von a in r, ist, wo E die grösste in }o enthaltene ganze 
Zahl bedeutet. Denn wenn die Bedingung für zwei Polygone von ver- 
schiedener Seitenzahl gleichzeitig erfüllt ist, so muss entweder die grössere 
ein Vielfaches der kleineren oder e= (0 sein, woraus sich als Form von r, 


Z Art ad por 


ergiebt, und 2A+3u=r, ausser wenn v=4m, wo es gleich v»-+2. . beide 
indessen finden ihre Erledigung im Zusammenhang mit der ganzzahligen 
Multiplieation der elliptischen Funetionen, zu der ich nunmehr fast aus- 


schliesslich übergehe. 


$4. Recursionsformeln. 
Es ist 
d’logr, 
n’ du? 


gymu-pu= — 


















od 











au 
trii 


ab 


u 
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oder mit Fortlassung des Index an r,: 


n *® 
ae ir „,‚,tTar N 
r en "| 2 
do‘ , dy , \ dy ’ / 
(4) pmu—pu = — i 
n’r” 


wodurch gnu als rationale Function von Y, 9,. 9 bestimmt wird mittelst 
r und seiner beiden ersten Ableitungen. wenigstens wenn » ungerade, und 
auch mit leichter Mühe mittelst n,.=gp'r,,, wenn» gerade: noch einfacher 
tritt die rationale Abhängigkeit durch die folgende Darstellung hervor. 
Es ist 
ou+r)ou—rv 
a A o’uo’v | 
die bekannte Hauptformel, deren logarithmische Differentiation nach x und 
ve mit nochmaliger Differentiation das Additionstheorem selber liefert. Also: 


o(n-A)\uo/n —I)u 
jr nu — u= — - 


onuou 
aber da 
(a+1)+(n—1) = 2n’+2, 
(d.) pmu-pmu = — a nn 


welches einfache Resultat sich aus der seither von Herrn Weierstrass ze- 
sebenen Formel (8.) in der Kiepertschen Abhandlung *) ohne weiteres her- 
leiten lässt. 


Ebenso (wenn 9, statt ynu. o, statt onu geschrieben wird) folgt 


(_ 


# Oan+10, 
Par Pin = 0;.10, 
oder da 
(2na+1V+1 = 2(n-+1)’+2n’, 
‚ Pın+i 
V 20 DEE 0 Ben Se Zu FR Hat 
und 
O1m0, 
Par ga = T On+10n—ı 
und da = = —g, 


*) Dieses Journal, Bd. 76, pag. 24. 
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Verbindet man (6.) und (7.) mit (5.), so erhält man 






















®) . a u > n 
(8.) N an+1 nt far? Pa+ı fa, 
r 6) y a 
4 e, ° o N; . * e- . 
(9.) ee ! EST UBER —1,-10a+2)3 
p 


die Recursionsformeln, welche für die Praxis die Formeln (2.), (3.), (2°), (3°) 
siemlich entbehrlich machen, sobald man die Werthe 
= iM en 0, rn, = Zap" — 10", = 2 (pr r, a" 
kennt (vergl. (16.), S5.. 
Die Formel (5.) lässt sich leicht verallgemeinern: 
o(a+b)uo(a—b)u 


Es ist * ea Jh, — > 2 
wa} co’ auco bu 


‚ nun ist (a+b)+(a—b)' = 2a’+2b}, 


Ersetzt man wieder 9,—9, durch (9,—9)—(9,—91), und wendet auf die 
Differenzen die Formel (5.) an, so erhält man 


11) nahe RR 
e k . a k Ey ori Par2fa } 
Da Fr = pn pi, So ı1st 3 De rg welche Summation 
A i Ä 1 k+1!tk n+1 


sich leicht verallgemeimern lässt und ein gewisses Interesse besitzt. Setzt 
man in (11.) » für a und 2 für 5b, so erhält man die nieht unwichtige Re- 
eursionsformel 

12) nn nr ua 


N J 


wird 2a statt a, a statt b gesetzt und auf r,, (9.) angewandt, so ergiebt sich 


a—1 


‘ı) 1 ) > 9 
\ 15.) .. = r.(r,, Hı P2a-ı" 3 Farıfa-ı\7 7, Hg Ta Tr, ?). 
\ w 

Da aber auch 9,— 9, = (9,—9.)—(9,—g9.), 80 erhält man durch einfache 
Anwendung von (11.) 

(14) rn NN Ela 
Diese für jeden Werth von a, b, c, gültige Formel liefert, da 

2(@ +b’+c) = (a—e)’+(a+e)’+2b, 
durch Multiplieation mit 0°"? die aus der Weierstrassschen Theorie der 
Sirmafunetionen bekannte Relation 


ota+b)ucta— bjuo’cu+o(b+c)o(b— ec) vrau+o(c+a)uo(c-a)uobu = 0 


also. wenn man wieder mit (ar — (u)“**"" Zähler und Nenner 
dividirt. 
Parıfan 
(10.) I.—-0, = — — . . 
| va rır 





E 


D 


an 


a. 


„gy 
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oder 


Zolutr)ou—-e\ow = I. 


Ebenso erhält man mit Benutzung der Identität 


(Pu zu (9, ) ( 9, 9) — (9,9: ‚\ 9, Pu) (da Yu) 9.) 


(15.) rar 


ut E Far Tr NT TR dr Tre fa 
Da 
La ++ +dN = (a+b) +la—b\+(cH AM +(c—d) 
— (at +la— ce) +(b+d’+(b—-d) etc. 
so folgt hieraus durch Multiplication mit 0“ +“? wieder die betreffende 


o-Formel, und die Formeln (8.) bis (14.) als specielle Fälle. 


Fi 


Zu bemerken ist, dass für r, = 0 der Quotient (vergl. (11.)) 


a . . . Na / rw 
von b unabhängig und gleich —r,,,r,_,, oder gleich : (vergl. (16.)) ist. 
g? wen 


Die Gleichung (13.) leistet für die Zahlen 5» dasselbe wie (9.) für 
2n; d.h. r,, stellt sich als Product dar von r, und wie aus den folgenden 
Paragraphen hervorgehen wird, r, (ausser wenn a selbst den Factor 3 hat) 
und einer ganzen rationalen Function @,. Denn es ist entweder gleich- 
zeitig 2a+1 und a—1 durch 5 theilbar oder 2a—1 und a+1l; und ent- 
weder a+1 und a—1 beide gerade (die zugehörigen r also durch 9’ theil- 
bar) oder a—2 und a+2. 


$5. Darstellung von r„ als Function von r,, p', pP". 


Aus der geometrischen Bedeutung folgt, dass r, ganz und rational 


" 


in r,, dies lässt sich auch durch die Rechnung zeigen. Bezeichnen r’, r 


die Ableitungen nach «, so ist 


4 2 
rıY r 
(4.) 9,0 = — 
3“ si rr 

aber 

(19.) r ri Fat = u‘ ‘7 Lau 4, u 
also 

1 i i 
PN nn ) N 
(19.) ara = rlerr -r,) < -rinn tr), 
ı 1 | ( ! a) g? ‘ J b! 


wo die rechte Seite sich für 5 gleich 1 auf das erste Glied redueirt. Da 


„ 


n=0, n=0, n=-p n=-p", n=-p"=—-1209', 
so folgt 


) 


D nun! ın 
= dpp"—4p", 
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und da zn =3p°", r, =" p", 
r, — au ( 0" +9), 


Nunmehr folgt aus den Reeursionsformeln (8.) und (9.) sofort. dass alle r 


, 


gerade wie ungerade, nieht nur ganze, sondern sogar ganzzahlige rationale 
Kunetionen von r;, 9 und 9” sind, und zwar die ungraden von r, (fortab x) 
9" und 9", die geraden ebenfalls aber noch multiplieirt mit 9' oder r,. Der 
(rad im = ist mur noch höchstens 4 des früheren in 9, und die Ordnunes- 
zahl jedes einzelnen Terms als elliptische Function von « ist eonstant, das 
Glied, welches kein x enthält, ein einziges und leicht zu bestimmen. also 
empfiehlt es sich die Differentialgleichung (2.) in die neuen Variablen x. 
0", 9° zu transformiren. 
Für ungerade », für welehe r von der Form 


„= » RICH 1) —r gr "tu 


— Cu: 9”, wo 4+3u = 2v 


ergiebt sich hieraus das Gesetz: 


| 16ec,..,(4+2)(A+1) 
17 \ —= —4e, „(24 (2vr +u) +4u—A—n’ u) — c;_,,((2r + u—2)—n u) 
\ ‘.) N j R v E : 
| + 6-1,u-1(0-r+2) (n’+21—6(27-+u)) + 6(A+1) e,,1._1(4o—5+4r) 


— I(e -r+3)(e -r +2) c.—. 
wo g den höchsten Exponenten von = bezeichnet. Aus diesem Gesetz folgt 
zunächst, dass c,, und e„=0, und damit dass in r,,., ausser e„ die Glieder 
C;, nicht vorkommen, und also wieder das nächsthöchste Glied x" fehlt. Zur 
Bestimmung von e, für jedes r,,., bedient man sieh zuerst der Reeursions- 
tormeln (8.), (9), (12.), woraus 
er ME =), an=(-1t, =(-TPr 

Ebenso die nächsthöheren Glieder ec: 


Ca+ı 7 —1) „.= C 4n-1.3» 


n 


Cu = (-D’FEk= (1) in+1), ete. 


1 
Die Gleichung (17.) ist für eine Entwiekelung nach steigendem v 
ebenfalls nieht zu gebrauchen, da sie für die beiden Klassen Glieder, für 
welche 4 gleich ® oder gleich 1. versagen würde: wohl aber für die nach 
fallenden »v, sie geht dann über in: 


9 o—r\(o—r—1\e, = — dc, „+2(24 2yrtu+8 +4u +8 —n (u+2))... 





Auch diese Formel versagt für vr=o und v=o-1; allein wie aus den 

















/a\ 


m] 


wi 
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Recursionsformeln hervorgeht. kann zu v=o nur gehören das einzige Glied 


(ce) A=(4, u=30o; undzuv=o-—1 das Glied (e,)) A=1, u= 


—1 oder 
,=V, u=3(e—1), je nachdem x» durch 5 theilbar oder nicht. Da nun, 
wenn z ungerade , also von der Form 4»+1, und durch 3 theilbar. stets 
2n+2 und 2r+1 gleichzeitig ebenfalls durch 3 theilbar, weil es »+1 ist, 


win 
PN 
Dw 


und g=0V0 und ,=0, so sind alle &,; =0; ebenso sieht man leicht. dass 
sonst allgemein e, = 1. 
as Zeichen bestimmt sich wieder dureh (12.), woraus 


C, Cn—1 r 
Br a 2 — . 
3 Cn—4 C 


6, 


also c,=c,_ ,;, was man durch den Schluss von » auf »-+-1 begründet. 


Daher e,—=0®, 1 oder —1, je nachdem »=0, 1 oder —1 (mod.3), oder all- 
gemein c,=n—5Et!{n+1). Um das zu v=go-—]1 gehörige Glied ce zu 


finden, differentiirt man /12.\ nach x und erhält. wenn man 2 = (0 setzt. 


> 


C, - 6, ı\E, +1 C,. , + Eun+1\6, 176, -2,/3 


woraus, wenn »—1 durch 3 theilbar, e„=@4_n+1=%4. Ferner, wenn 
n=( (mod.3), 


Schliesslich 


k k 
Du, ER: Cu, >54 
l l 


Zu bemerken ist noch, dass 
FM BER 9 { — 1% ko" a + ar (N) t ko’ (—1 p (k+]1 )3 (92) rel. 


Ich gebe zur Controlle die Werthe der ersten 9r und bezeichne 9" 
mit 9, und 9” mit 9; alsdann ist 


,=l n=-9, n=%, nN=[lA-2P)P, 
= Haag, 
= np HEIL M+2P,), 
r- - Hr) + IE Ir +9, 
= r,(- 20-55 ie- teen ge), 


Ya = LI (— 3r a Mt x ( 39 ya 27 [0 ) _- ae” (6% 9; ve OF 07 ) -1- 3a ( wer 39 92 4 29, (9 ) 
+ 2° (491-159, 63) +19 919 — 122 014 3pN). 


Hieraus erhält man sofort die betreffenden Bedingungen für die Kegelschnitte, 


wenn man z=4dac—b', 9 =2yc, 9" = 2b setzt. 
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Die Ableitungen von r nach u sind wieder ganz und ganzzahlig in x, 
P, pP". Es ist 


‚de ' dp" 


’ ı» ‚do'* 
y? du 7 39", y du =4r+p » 9 


un 4" 0". 


du 
Man sieht, dass entweder alle geraden Ableitungen ganz und ganzzahlig in 
x, 9" und 9" sind und die ungeraden noch mit 9" multiplieirt werden müssen, 
oder umgekehrt, je nachdem » ungerade oder gerade. Was die erste Ablei- 
tung r,„ betrifft, so sieht man, dass alle r,,,, den Factor 9” und 2n+1 
haben, alle r,, den Factor n. Der numerische Üovefficient des Gliedes ohne 
x ist. wenn n=3k+1, 4nin—1); wenn n=3k+2, —4n{n+1); wenn 
n=3k, n*) ete. Es ist 


,=0, n=-p", n=-%p, n= 42-2094 29p. 
= pa it) nl + Irpip, + 2pi). 
= - WR Hr Ir titten) FIT P-Pipr). 


$ 6. Multiplieation von p'; Abtrennung des Factors r.. 


Das Additionstheorem für die Funetion gu lautet 


2 (pu + pr)(pupr — 39,)— 9, +P'up'v 


9(urv) = 
HZ 2 (u — pr)* 
woraus 
u I) u E 
‚ U —k m, 
\ TU —pı j (pu— pr)‘ 
oder 
(ya+e)—plu—er)) pu—-po)’ = —p up. 
" i R . ß i : Ps fan 
Setzt man jetzt e = nu und erinnert sich, dass allgemein 9,—p, = 1 
. zo rırı 
« y - ‘ r2,T; ’ 7 4 
und der Formel (5.). so kommt „. = +tpmugpu. Es war aber n =—pu, 


somit ergiebt sich als Resultat: 
P"ın 
rn 


In diesem Ausdruck bezieht sich die Ableitung des @' auf nw. Die Formel 


18. nu  — 


(18.) lässt sich auf viel einfacherem Wege ableiten, wie am Schluss gezeigt 


r | WAT BR. ad, 
a EU ae 5 Sc; „at Drr gr 9“ wo A+3u nicht 2», 

sondern gleich v1} rı. = c,.x2” 9,9“. Die numerischen Coeffieienten der höchsten 

u. Ju EEE WEN Bi a, 

Glieder sind resp. (Ink, (—In(k+1), (Mer! 1° (—1)n, je nachdem n von 


den Formen 44-1, 4k+3, 4k+2, 4. 
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werden soll. Zunächst folgt aus ihr mit Anwendung von (9.) 





2 2 
' En !na—1 !a+2 Be "ai !n—2 
(19) pimu = u E 
PTn 


worin das 9’ stets von selbst herausfällt, da entweder „+1 gerade oder 
»+2; daraus durch doppelte Anwendung von (12.) (r,x u. s. w.) 





!n— 
(20.) o'nu—p'u = rn 55 (er "a1 Ta+2 ratur tat Paar); 
p'rn 


wo z und 9’ des Nenners stets von selbst herausfallen. Ferner ergiebt 
sich durch Division dieser mit (5.) die Formel: 


(21 ) p'nu — wi -pu je Ira-1 In+2 4 nf 3 p' 
. pnu — pu — OT - 


eine nicht unwichtige Beziehung, von der bereits in der Einleitung Anwen- 
dung gemacht ist. 

Da r„=—r_, und folglich r,(u)=r_,(—u), wenn n gerade, so geht 
aus (20.), wenn man n und u in —n und —u verwandelt, hervor: 


’ 7 Ag !n+1 4 
(22) pmu+pu= — m (1, Ha —rararnı Far ta-3)- 
n 


Da p"nu—gp"u für pmu=pu und für pn = —4Ip+y4(9p—g”) 
verschwindet, so hat man a priori: 


2r 
nn N n—1 "ati 
g nu -— _ Zu Zum (r* 0 '—bpr, !.— Ntzri tr) 





Durch diese Formeln wird man dazu geführt, 9,—gı (S. (5.)) logarithmisch 


zu differentüren und auf das Resultat des Differentürens dann (18.) oder (19.) 
anzuwenden, und erhält: 











PR ame ter nr Mn m _Gı) 
prurn— 1fa+1 N"n+1 un !n a1 ’ 
p" u - 
w fi =—, aloe — —-— —- = 5f, 
fi p u Pa+i !n zl: 
und 
fa Par u 2 . / 
23) ——=3rh=F(n+1-hf, 
n+l1 Sn 1 
folglich 
’ o'nu R o'u : 
(23°.) En +z(n +1-Kf, 


worin die ganzzahlige Multiplication der elliptischen Function zweiter Gattung 
eollzogen ist. 
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Man kann (23.) auch herleiten mittelst der Gleichung 


na—1 T a+k+ l 
(9—0.):..(0—@.rı) = 
£ s " (8 s v.. ur Tatk 





aus welcher: 
Pa+1 Ze [ f ) 
= 79-9)... Pu) 
n 
und 


24.) 4 = Rp TE) 


deren logarithmische Differentiation die Formel (23.) liefert. Die Summation 


Fe r? Y 
= oder —— zurückführen. 
"x+1 Te +1 


Zu bemerken ist. dass 





Tr 
lässt sich auf die von = 


(9-9) (9-93) ...(9—p,)”" oder Ip—p," = nt 4 


(rn )" 


also 


r Ta+1 Pu n r- 
a en = E(k-1f. 
n-+1 Tz 1 
Eine bequemere Recursionsformel für r,,, als die Differentirung von 


(9.) ergeben würde, erhält man durch logarithmische Differentiation von 
(25.), nämlich: 
"ın 
r,, = Ar, (* ")— np. r, wo 9, bin, 
also 
’9E An’ [ Tan m 4 Dun  .: 
(35.). eu ®& Ar, (” )—n(p r,— 12pr,r,_ıra41+ Or, ira), 
n 
woraus sich z. B. r, noch mit verhältnissmässig geringer Mühe ergiebt als 
420° +40 — Br’, +6 ++ Irre + Br’ pp 
+ 42° 0, 02 92° 919 — 62’ 91 + 9201 — 39192). 


Für » gleich —2 liefert (21.) die Formel 


- zu — p'u go" 
für nu statt « und durch Benutzung von (5.) und (18.) ergiebt dies 
!anfa + rin pP", 


at f \ 
—_ — - = — (nu); 
2 3 ;?> 

"zn Pön Tr p' 


und wenn man r;,, *3; Ta, abgesehen von den Factoren r;,, r,, r„ mit r,, etc. 
bezeichnet: 


7 \ = a " 2 a! 2 
(26.) r.+tr,=n, W" nur, = r,, (9"r,— 12 pr, r,_ıra41+ Or, _ıfaHı) ; 


woraus auch wieder 


r = (ap — po"). 








hi 








u 
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. . . cau e 
Wird bu in r, (gleich er) an Stelle von u gesetzt, so geht daraus 


hervor 
oabu 
r,(bu) = 7 
‘ (obu)” ° 
und werden Zähler und Nenner durch (ou)”” dividirt, die einfache Relation 
a nam 
(27.) r,(bu) = —--. 
\r,) 
Hieraus geht, da ou = —r,, p'nu also gleich —r,(nu), die Formel (18.) 
unmittelbar hervor. Die logarithmische Differentiation von (27.) liefert 
! Ir a? ı 7 ' Tab 
(28.) r„ = br,(bu)r; +a’r, 2 
r, 


wo in r,(bu) die Ableitung nach bu genommen ist; von ihr ist (24.) ein 
speeieller Fall. Da die Ableitung von r,(»u) nach nu gleich 3(p'nu)’, 
so ist 


ri ° 


| | ‚ !a,\® , Pan 

(29) 7. = —3n(") +9r,”", 
woraus sich r, leicht ergiebt als 

II Ir +3 + le Hr + Ir + 6, 
+ Bra’ + Im pi! — Bpipiz!+ 18er? — PBptpia? +9"). 

Es werde (27.) in der Form geschrieben: 

(27°) ru=r,(bu)r; =r,(au)r. 
Da wir nun r,(bu) als ganze Function von r; (bu), 9" (bu), @'(bu) entwickeln 
können, und r;(bu), 9"(bu), g9'(bu) resp. von den Nennern r}, rt, r} sind. 
so erhellt aus der Form von r (nämlich Fer") 9" 9%, wo 
»+3u—=2r für ungerade »; > TR u el wo A+3u=2rv für 
n—=4m+2: und Sc,” Ha wo it3u—=2r-+1 für n — 4m), dass 
jedes Glied in r,(bu) den Nenner (r,)“' hat. Also folgt aus (27°), dass der 
Factor entweder r, oder r, in r,, unmittelbar heraustritt, aber nicht beide zu- 
gleich, und für a gleich 5 die beiden Ausdrücke identisch werden. Zugleich 
sieht man, wie r,, aus r, und r, hergestellt werden kann und damit auch die 
Bedingung des Schliessens für » gleich ab aus denen für » gleich a und n 
gleich b. Hierdurch findet die Bemerkung Richelots im 38. Bande dieses 
Journals ihre Erledigung. 


Strassburg i. E., 1. Juni 1875. 
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Ueber die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten kleiner 
Schwingungen in einem unbegrenzten isotropen 
Kreiscylinder. 

(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 





In den mathematischen Untersuchungen, welche Daniel Bernoulli *), 
Euler **\), Poisson ***), Cauchy }) über die Schwingungen ceylindrischer Stäbe 
angestellt haben, sind, da von gewissen Bestandtheilen der Bewegung ab- 
gesehen wird, Voraussetzungen enthalten, in Folge deren jene Rechnungen 
nur für den Fall eines unendlich dünnen Stabes ff) als genau angesehen 
werden können. Im Folgenden ist die strengere Methode, der zufolge In- 
tegrale der drei Differentialgleichungen der Elastieität aufzusuchen, und 
gleichzeitig die Oberflächenbedingungen zu erfüllen sind, für die Schwin- 
gungen des unbegrenzten Cylinders mit kreisförmigem Querschnitt zu Grunde 
gelegt und zur genaueren Feststellung der zugehörigen Fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten benutzt worden. Es wird vorausgesetzt, dass keinerlei 
äussere Kräfte auf den Cylinder einwirken. Die einzelnen partieulären In- 
tegrale stellen die verschiedenen Schwingungsarten dar; die Geschwindig- 
keiten, mit denen letztere sich längs des Cylinders fortpflanzen, werden 
durch transcendente Gleichungen bestimmt, die aus den Oberflächenbedin- 
gungen folgen. Die betreffenden Vorgänge ergeben sich vollständig, d. h. 
mit Einschluss der begleitenden Erscheinungen (wie z. B. der Quercontrac- 
tion bei den Longitudinalschwingungen). — Es sind sodann für die zunächst 
in Betracht kommenden Schwingungsarten Näherungsrechnungern durchgeführt 





*) „De vibrationibus et sono laminarum elasticarum“ und „De sonis multifariis, 
quos etc.“ beide Abhandlungen in den Comment. Acad. Scient. Petrop., t. XIII, 1741—43, 
pag. 105 u. 167. 


**) „Investigatio motuum, quibus laminae et virgae elasticae contremiscunt“ in 
den Act. Acad. Scient. Petrop. pro anno 1779, Pars 1. 


*#*) Mem. de l’Acad. de France, t. VII, 1829, pag. 442, 8. IV. 
) Exereices de Mathematiques, t. III, 1828, pag. 245. 


r) Für die im genannten Grenzfall geltenden Differentialgleickungen hat Herr 
Kirchhoff im 56. Bande dieses Journals eine systematische Herleitung gegeben. 





1 


N 
N 
R 
( 











voraussetzt, in der Art, dass die vierte Potenz von c neben der Einheit in 
den erwähnten transcendenten Gleichungen vernachlässigt wird. Hierdurch 
findet man in strenger Rechnung die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (re- 
spective die Dauer der Schwingungen) gleich binomischen Ausdrücken, 
die genauer als die bisher angewendeten Werthe sind und sich auf letztere 
für den Fall, dass c als unendlich klein angesehen wird, redueiren. Es 
ist zu bemerken, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen 
Schwingungen als eine Function der Wellenlänge gefunden wird, so dass 
sich anharmonische Obertöne ergeben. Nur bei den drehenden Schwin- 
gungen (von der einfachsten Art) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von 
der Wellenlänge unabhängig. Von den verschiedenen in der Physik be- 
kannten Transversalschwingungen tritt bei dem unbegrenzten Cylinder nur 
eine einzige Art auf. 





$.1. Esseien z, y, 3 die rechtwinkligen Coordinaten eines belie- 
bigen Massentheilchens in der anfänglichen Ruhelage, z+$, y+n, z+& 
die Coordinaten desselben zur beliebigen Zeit t, D die anfängliche Dichtig- 
keit (d. h. die in der Volumeneinheit enthaltene Masse), 9 die kubische 
Dilatation; dann bestehen bekanntlich für die kleinen Bewegungen eines 
festen Körpers von constanter Elasticität, auf den keine äusseren Kräfte 
wirken, die 3 Differentialgleichungen 


d’£ 3 de 


g dd 
Die (ed). + dx? ar Fr + 
Mn _ = a EN. 
(1.) Dr (a—b)-, +b uc3 A; FA da? /? 


2 
Dre): 
in denen a und 5b constant sind. Der unbegrenzte Kreiseylinder, dessen 
Schwingungen hier betrachtet werden, habe die Gleichung z’+y’ = ec 
Statt z, y führt man die Polareoordinaten r, s, sowie statt &, n die 
auf die Polarcoordinaten bezüglichen Verschiebungen oe, co mittelst der 
Gleichungen 


z=rc08s, Yy=rsins, 


(2.) 


S=_Coss—osins, n=osins+0coss 
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worden, bei denen man den Cylinderradius c als eine kleine endliche Grösse 





© 
& 
u 
5 
1 
* 
b} 





326 Pochhammer, Schwingungen eines isotropen Kreiscylinders. 


ein. Ferner bezeichnet man durch R,, S,, Z, die respective dem Radius 
vector r, der Kreistangente und der Cylinderaxe parallelen Componenten 
derjenigen Druckkraft, welche an einem zu r senkrechten Flächen- 
element vorhanden ist. Aus (1.) entstehen für e, o, { die Differential- 
gleichungen 


'n do d$ dE dB 
Be Ar = 22} 
d’o a dd AU dG 
8.) Dr r ds Ds ds dr)? 
dy | 
p® as brdadB dA 


Fler "an Der er 7, 
worin X, 3, & die Hülfsgrössen 
Ä d(ro dd 
g dire) _ Er 


r ds ds 
d£ tt 
(4.) De) r 2); 


1 (ie 2 


bedeuten*). Man hat dann ausserdem 


# 





rer 1 d(ro) Fun Mr dl 


r dr r ds dz ? 


= — (a— 2b) 9-25 er 


_.,)1i de do 
(6.) BR. . bs: 4 Pr. - dr ER 
Z = 45 
Die kubische Dilatation 9 genügt der Dit 
Bo D 49 1 d „8 d’ u 
(4) a d rd int ra - + da’ 
Zwischen VW, B, & besteht die Relation 
Ar ‚1 dB os 
(8.) d rd +4 = null 


Auf die Oberfläche des Cylinders wirken der Voraussetzung nach keine 





*) Lame, Theorie de l’Elastieite, pag. 184. Die oben angewendeten Bezeichnungen 
sind dieselben wie in der Abhandlung auf pag. 33 dieses Bandes. Für die Lameschen 
Constanten A und « ist hier a—2b und b gesetzt worden. 


















in 


be 
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Druckkräfte ein. 





Daher bestehen für ein beliebiges s und 3 die Gleichungen 
9) (R).=0, SD). =0, (Z).=0. 

Es sollen für e, o, & particuläre Integrale von (3.) ermittelt werden, welche 

den Oberflächenbedingungen (9.) genügen. 

8.2. Wenn die Unbekannten o, o, & gleich Produeten aus je 4 Faec- 
toren, die respective nur von £, r, s, z abhängen, gesetzt werden, so er- 
geben sich aus (3.) Ausdrücke von der Form 

eo = sin(at+ a") cos (Ps-+P’)cos(ys+Yy))Y, 
(10.) o = sin(at+e') sin (Ps+P)eos(ys+7) v, 


'- 


S = sin(at+ a’) cos(ßs+ PP’) sin (73-47) 2, 


in denen «, P, y, «, P', y' Constante, und %, w, % Funetionen von r allein 

bedeuten. Die Grössen 9, WU, Bd, E& haben dann die Gestalt 

4 = sin(at+ a’) cos(Ps+ PP) cos (yz+y')II, 

A = sin(at+«') sin (Ps+ P") sin (ys+7") #, 

Da) sin (at-+.«') cos (Ps+ P") sin (yz+7y') #, 
& = sin(at+a) sin (Ps+P’)eos(ys+y)X, 

wo II, $&, #, X nur von r abhängen. 

Da die Verschiebungen oe, o, & in Bezug auf den Winkel s perio- 
dische Funetionen mit der Periode 27 sind, so muss ß eine ganze Zahl 
sein. Die folgenden Untersuchungen beschränken sich auf die Betrachtung 
der zwei Fälle ?=(0 und % = 1, welche eine weit grössere Wichtigkeit als 
die Fälle #/=2, 3,.... haben. Für $=0 sind e, o, € von s unabhängig, 
d. h., der Vorgang ist rings um die Cylinderaxe symmetrisch; dieser Fall 
enthält die longitudinalen und die drehenden Schwingungen. Der Werth 
P=1 liefert dagegen transversale Schwingungen. Man sucht zunächst die- 
jenigen partieulären Integrale von (3.) auf, die dem Fall = 0 entsprechen. 

Da oe, o, {für #?=0 von s nicht abhängen, redueirt sich die zweite 
der Differentialgleichungen (3.) auf die nur o enthaltende Gleichung 


e D do 1 a > 
Be 


I 


(11.) 


l 


b dr 
Aus den beiden übrigen Gleichungen (3.) 
Dee _ dd a8 
m So it 
(13.) ’ 
7) 3. EN A. 


de ” z dr 
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leitet man dann durch Elimination von 9% und Berücksichtigung von (4.) 
die Gleichung 




















DIEB _ _dri dB\, dB 
1) ser 


ab. Die Trennung zwischen e, & einerseits und o andererseits, welche sich 
für die Differentialgleichungen (3.) ergeben hat, findet auch bei den Ober- 
flächenbedingungen (9.) statt. Denn sobald o, o, & von s unabhängig sind, 
kommen in A, und Z, nur e und {, in $S, nur o vor. Man erhält auf diese 
Weise zwei gesonderte Probleme und hat einmal die Ausweichungen oe und 
& aus (13.) und den Gleichungen (A,),_.=0, (Z,),-.=0, sodann o aus (12.) 
und (S,),_.=0 zu bestimmen. Ersteres führt zu den longitudinalen, letzteres 
zu den drehenden Schwingungen. 

Um die Formeln für die Longitudinalschwingungen zu erhalten, sucht 
man zweckmässigerweise die Werthe von e und & nicht direct auf, sondern 
behandelt zunächst die Differentialgleichungen für $ und ®. Werden (für 
B=0) die Producte (11.) für 9 und B in die Gleichungen (7.) und (14.) 
eingesetzt, so erhält man die Gleichungen 

daw 


3) e-pr= 


in denen man zur Abkürzung p und g für die constanten Werthe 


)-IF7=0, 











(16.) p=y- Da? PORN JR 4 


a b 
gesetzt hat. Indem durch A’ und B’ zwei willkürliche Constante, und 
durch P und Q, die von r abhängigen Reihen 








P=- 4Hg-tggtggpgt in inf, 
(17.) a 





gr’ g’r‘ g’r® r E 
Qı = rl 2a Taaas TFzagagtı a inf.) 


bezeichnet werden, ergeben sich die Ausdrücke 

3 = A'sin(@at+a')cos(ys-+y')P, 

ia = B'sin(at+e')sin(ya-+y')rQ.. 

Die zweiten partieulären Integrale von (15.) bleiben ausgeschlossen, da e 
und & für r=(0 einen endlichen Werth behalten müssen. Man erkennt. 
dass P die Besselsche Function Oter Ordnung für das Argument rY—p und 
0. die Besselsche Function erster Ordnung für das Argument rY—q ist. 


(18.) 
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Während bei den analogen Rechnungen für die Gleichgewichts- 
probleme nach Ermittelung der Hülfsgrössen 9, WA, B, E die Integration 
der Gleichungen (4.) und (5.) erforderlich ist, besteht für die hier be- 
handelte Aufgabe ein einfacheres Verfahren, indem die ursprünglichen Be- 
wegungsgleichungen zur Herstellung von oe, o, Z benutzt werden können. 
Man substituire in die Gleichungen (13.) für oe und die Werthe 

oe =sin(at+e')eös(yz+ty)o, = sin(et+a')sin(ys+Yy")x 
und gleichzeitig für 9 und B die Produete (18.). Dann sind g und x un- 
mittelbar bestimmt, und man erhält, wenn statt A’ und B’ zwei andere 
willkürliche Constante 


A'a B'b 
Az=—- _ 3 m rn 
A Da’ ’ { Da’ 
eingeführt werden, für e und & die Ausdrücke 
; dP 
oe = sin (@t+«') cos (y3 +7 1A 2 +ByQ,\, 
(19) 2.400 
Be 1 Nein (vm La ‚pP ar, )N 
Ss = —sınleat+a)sın(y2+7 145 P+ . . 


In den Formeln (19.) ist, indem « und y’ einmal gleich Null und einmal 
gleich 47 gesetzt werden, auch die partieuläre Lösung 


dP } 
e= sin («1 y3)]4 Ir +ByQi. 
rn... | 
Fr = wfa.nı B “KrQ)N 
fe = cos(at—y3))AyP+ 7 2 | 


enthalten, welche eine längs des unendlichen Cylinders mit eonstanter Ge- 
schwindigkeit fortschreitende, unverändert bleibende Welle darstellt. 
$.3. Die Oberflächenbedingungen 
Bi ed (a = ld 


liefern, wenn für e und £ die Ausdrücke (19.) oder (20.) eingesetzt werden, 
die Relationen 
d’P 


dr’ 


A(2b FD Dap)+2Bby Zi = 0, 
(21.) 


| IP 3 
247. +B +0 = 0, 


die in Bezug auf A und B homogen sind, und in denen r=e zu setzen 
ist. Durch Elimimation von A und B entsteht aus (21.) die Gleichung 


Br 2 far © P a—% Dm\ 42. 
(22.) (Y +9q) 0, (2 — ——— Da P)—4by —._(, 


a 
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welche die Fortpflanzungsgeschwindigkeit bestimmt, mit der die /ongitudinalen 
Schwingungen längs des Cylinders vorwärts schreiten. Aus (20.) geht hervor, 
dass, wenn 


| ar 2rı HE. A 
92 N Li ut OR Bu 1 Ze 
23.) = Y=7: ee. 7 
gesetzt wird, T die Schwingungsdauer, 4 die Wellenlänge und V die Fort- 1 


vflanzungsgeschwindigkeit bedeuten. Da die Gleichung (22.) nicht homogen 


in Bezug auf & und y ist, so fällt y, wenn man @=yYV substituirt, nicht - 
aus derselben ne woraus folgt, dass V eine Function der Wellenlänge S 
ist. Die Rechnung führt zu einer Formel, die der Dispersionsformel der q 
Optik analog ist. A 


Wenn man den Cylinderradius e als unendlich klein voraussetzt, so 
liefert die Gleichung (22.), in der die unendlichen Reihen sich dann auf ü 
ihre Anfangsglieder redueiren, für V die Bestimmung 


v 
V? — &a— 4b) b E _E z 
D(a—b) D' 1 
wo E den Elastieitätsmodul bezeichnet. Dies ist der bekannte, in erster | 
Annäherung geltende Werth von Y?. Für ein endliches ec ergiebt sich f 
are y E_ . | 
dagegen für V? aus (22.) ein Ausdruck von der Form p + H,c’+H,c’+:»»-). 4 
Es sollen hier Näherungsformeln abgeleitet werden, bei denen der 1 
Radius c als eine kleine endliche Grösse vorausgesetzt wird, deren vierte - 
Potenz neben der Einheit zu vernachlässigen ist. Die Wellenlänge A wird | 
als eine Grösse von der Ordnung der Längeneinheit angesehen. Die : 
Y . . . . . e 
Gleichung (22.) geht dann in die folgende über: 
| Y —b 2 /C 
| De’, — ,? (3a — 4b) ( 
0 = 
” ‚@+tab—b" „ ,,,60’  . az 1 
Hr). | 
und indem für V* der Näherungswerth von der Form kn auf- | 
gesucht wird, erhält man schliesslich für die longitudinalen Schwingungen ) 
die Formeln 
< 
ü na.) nr’ Ke’ 
2) a=ryäa-2Ee), vayEa- ae), 
in denen zur Abkürzung | 


a—?2b 


en 2(a—b) 
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gesetzt ist. K ist die als Verhältniss der Quercontraetion zur Längendila- 
tation bekannte Uonstante. — Die erhaltenen Ausdrücke für e und { zeigen, 
dass die Longitudinalschwingungen des keinen äusseren Kräften unter- 
worfenen Cylinders stets mit Erscheinungen der Quereontraetion verbunden 
sind. In erster Annäherung hat dieses Auftreten der Quereontraetion den 
Einfluss, dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Y nicht den für die Longi- 


4 


’ . . . a 
tudinalschwingungen des unbegrenzten Mediums geltenden Werth ] 


sondern den Werth . annimmt. In zweiter Annäherune hänet V. wie 
D be) o > 


die Formel (24.) zeigt, von beiden Constanten E und K des isotropen 
Mediums zugleich ab. 

$.4. Die Formeln (19.) stellen stehende Longitudinalschwingungen 
des unbegrenzten Kreisceylinders dar, die sich längs desselben periodisch 
wiederholen. Die Punkte der Uylinderaxe, für welche der sin(ys+y') 
verschwindet, sind Knotenpunkte. Man lege in einen derselben den Anfangs- 
punkt der Coordinaten, was y' =0 erfordert, und bezeichne den Quotienten 


st . . . . . 
— durch . Dann verschwindet die in (19.) angegebene longitudinale 
7 


Ausweichung für 3= +ml, wo m eine beliebige ganze Zahl bedeutet. 
Die Grösse oe ist für alle Punkte der Cylinderaxe gleich Null, indem 
—- und Q, für r=0 verschwinden; die auf der Cylinderaxe liegenden 
Punkte z= +mi bleiben daher in der That vollständig in Ruhe. Während 
C seine grössten absoluten Werthe für z = 3, +m! annimmt, gehören die 
Maxima und Minima von o zu den Werthen z= +ml, also zu denjenigen 
(zur Cylinderaxe senkrechten) Querschnitten, für welche { gleich Null 
ist; dasselbe gilt von den Maximal- und Minimal-Werthen der kubischen 
Dilatation 9. Ebenso wie bei den stehenden Longitudinalschwingungen 
luftförmiger Körper finden hier die grössten Diehtigkeitsänderungen an 
denjenigen Querschnitten statt, die an der longitudinalen Bewegung nicht 
Theil nehmen. Nur sind im vorliegenden Falle die Dichtigkeitsänderungen 
stets mit entsprechenden Querschnittsänderungen des Cylinders verbunden. 

Vergleicht man die bisher betrachtete Schwingung mit einer ana- 
logen, bei welcher für y eine andere Constante y,, die ein genaues Viel- 
faches von y ist, steht, so bezeichnet man diese letztere Schwingung als 
einen Oberton der ersteren. Dieselbe hat, wenn y„=ny ist, die »-fache 
42* 
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Anzahl von Knotenpunkten; denn wenn man den bisherigen Abstand zweier 
auf einander folgenden Knotenpunkte in » gleiche Theile theilt, so sind die 
'T'heilpunkte ebenfalls Knotenpunkte. Aus dem Umstand, dass die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit als eine Funetion der Wellenlänge gefunden 
wurde, folgt unmittelbar, dass die Obertöne der Longitudinalschwingungen an- 
harmonisch sind, d. h., dass ihre Schwingungszahlen nicht durch genaue 
Vielfache der Schwingungszahl des anfänglich betrachteten Tones ausgedrückt 


r )) . u s rn st . .. 
werden. Nach Substitution des Werthes zn Stelle von y erhält man 
für die Schwingungszahl N (welche als der reeiproke Werth der Schwin- 


. . [74 . . . . u “ 
gungsdauer T definirt wird, also =,_- ist) aus (24.) die allgemein gültige 


Gleichung 





25) N= ae = 2) 


in welcher ! den Abstand je zweier auf en folgenden Knotenpunkte 


4 nn UI 5 
bezeichnet. Ersetzt man nun ? durch ii ete., so wird N nicht gleich 


der doppelten, dreifachen ete. Zahl, sondern bleibt (da in (25.) der Subtra- 
hendus ein Quadrat ist) hinter den gedachten Werthen zurück. 
$.5. Für die drehenden Schwingungen liefert die Differentialgleichung 
(12.) das Integral 
= Csin (at+ a) c08(y2+7") Q,, 


wo 0, die Reihe (17.) und C eine willkürliche Constante bedeutet. Die 
Öberflächenbedingung is; 0 wird in diesem Fall 


c En; ! g’ c = q’ ce” .. m 1 A 
a. lt +5 + ga0s Fzasasao tin inf) = 0. 


Es ist also entweder 


2 Da’ EN /b 
1=7- 4-0, a=ryz: 
oder g ist eine Wurzel der Gleichung 
re ee nn 
rg rzaas Tazscam rt = I 


deren linke Seite eine Besselsche Function zweiter Ordnung ist. Der 
Werth q=0 giebt die bekannten drehenden Schwingungen eines Stabes 
(cfr. Lame, Theorie de l’Elast., pag. 193, $. 82). Die Fortpilanzungsge- 
schwindigkeit wird gleich dem für die Transversalschwingungen des un- 
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. die Obertöne sind harmonisch. 


begrenzten Mediums geltenden Werth 7: 


Für g=0 ist Q,=[r, so dass - von r nicht abhängt; die Theilchen je 
eines (zur Cylinderaxe senkrechten ) Querschnitts behalten also ihre ur- 
sprüngliche Lage zu einander. 

Die Gleichung (26.) zeigt, dass noch andere Arten von drehenden 
Schwingungen möglich sind, welche allerdings für die Physik kaum eine 
Bedeutung haben. Ist g eine Wurzel des transeendenten Factors von (26.), 
so hat man Schwingungen, bei denen die Theilchen der einzelnen Quer- 
schnitte ihre relative Lage ändern. Es tritt in jedem kreisförmigen Quer- 
schnitt eine oseillirende Verschiebung der concentrischen Kreise gegen ein- 
ander ein; man stellt sich leicht vor, dass bei diesen Bewegungen jeder 
Querschnitt in ähnlicher Weise durch Kreise, die in Ruhe bleiben, getheilt 
werden kann, wie die Saite durch die Knotenpunkte, woraus sich die un- 
endliche Zahl der möglichen Wurzeln erklärt. Lässt man den Cylinder- 
radius e unendlich klein werden, so bleibt nur die Wurzel qg=0 übrig. 

Bei den Longitudinalschwingungen wurde im Vorhergehenden nur 
die eine Wurzel von (22.) betrachtet, die für ein unendlich kleines e den 


Werth «=y Y- liefert. Die Gleichung (22.) hat aber ebenfalls unendlich 
viele Wurzeln. Bereits die im $. 3 durchgeführte Annäherung ergiebt 
einen zweiten Werth 
..  Sab(a—b) > 1 a 
a+ab—b" De 

dem Schwingungen von wesentlich anderer Art entsprechen; das Anfangs- 
glied der zugehörigen Schwingungsdauer T ist dem Radius ec direct pro- 
portional und von y unabhängig, woraus man erkennt, dass die betreffenden 
Formeln selbständige Contractionsschwingungen angeben, bei denen die ab- 
wechselnde Zusammenziehung und Erweiterung der concentrischen Kreise 
der einzelnen Querschnitte in erster Linie in Betracht kommt. Auch für 
diese Art von Schwingungen ergeben sich Obertöne, indem der kreisfürmige 
(Juerschnitt sich durch ruhende Kreise in einzelne Abschnitte theilt. Es 
soll jedoch hier auf alle jene Schwingungen, welche für den unendlich 
dünnen Cylinder ganz fortfallen, nicht weiter eingegangen werden. 

$.6. Der Fall #=1 führt zu Transversalschwingungen (d.h. zu 
Schwingungen, welche durch die Biegung des Cylinders hervorgerufen 
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werden). Da nach (11.) die kubische Dilatation 9 in diesem Falle dem 
c0o8(s+ß") proportional ist, so ist dieselbe auf einer bestimmten durch die 
Cylinderaxe gelegten Ebene überall gleich Null und hat in jedem zur 
Cylinderaxe senkrechten Querschnitt nur ein Maximum und ein Minimum *). 
Man erkennt leicht, dass dies den Vorgängen der Biegung entspricht, wo 
jene Ebene bekanntlich als neutrale Schicht bezeichnet wird. 

Für ?=1 ergiebt sich aus (7.) und (11.) das Integral 

+ — A'sin(at+ a") cos(s+P’)cos(ys+y)Pı. 

wo A’ constant, und P, die zu Q, analoge Reihe 


, Pr pr’ p’r" p’r' 
@i) F= r\l+57 toaas tr 3a6468 


ist. Dureh Elimination von 9 und Bla der Relation (8.) leitet 
man aus (3.) die Differentialgleichungen 
D @E 1 dr dıı 1AdC, dE 
FE 


var Kar are 





a dm), A A, AA, 2 a6 
be FE rd Tr dr 

ab und findet dann 
A = sin(at+ «' )sin(s+ P") )sin ( (ya+Yy jz'® — + a 


Bd = sin(at+ a) cos(s+ P')sin(ys-+y" IB ‚0 + = 70, 


G = sin(at+e’)sin(s+ Pf’) cos(yz+y')C'Q,. 
wo B’ und €’ constant sind. Indem man diese Werthe und die Ausdrücke 
(10.) in die Gleichungen (3.) substituirt, und A’, B 
willkürliche Constante 


‚ € durch drei andere 


aA’ | bB' C" 
ar rn PT 


ersetzt. entstehen die Formeln 


\4 


| oe = sin(at+ a’) cos(s+ P’)cos(yz-+y) ) ;A U +By > +, 





(28.) = au ai Zen ine BecEne nz 0. +C3 ad, 1), 


is 


= —sin(et+ a) cos(s+P")sin (ys+7)) AyPı+Bq0ı): 


) Für #/=2 hat man zwei durch die Cylinderaxe gehende (und zu einander 
senkrechte) Ebenen, für die 9 stets gleich Null ist, und für $=n giebt es n solcher 
Ebenen. Derartige Schwingungen, deren mathematische Möglichkeit man einsieht, 
hahen offenbar ein viel geringeres Interesse als die Fälle $/=0 und #=1, denen 
bekannte physikalische Vorgänge entsprechen. 


* 
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lauten dann 
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d’P, - a er 2 a d’ Q, Y d Q, 
a a Da nn: Bby 5 +06 = 0, 
| Y 1 / 


dQ 


Er a ı=0, 


woselbst r = e zu nehmen ist. Durch dieses nach A, B, C homogene Glei- 
chungssystem werden einerseits die Verhältnisse A: B: C bestimmt, anderer- 
seits liefert das Verschwinden der Determinante die Gleichung 


) dP, _ a—2b 2 .Q, d ®, 2 dQ, 4 d ON 
U dr’ 2a Da °Pı, Vrur NY + dr a Pı - dr r )\ 
’ | 2 d’Q, ad 0 dP, 'MuE En A 
ar \+br- dr? (a0: 2- dr r Te er 
d oO, dd, d P. ET... 0. © BE 
Erw, rigen 





welche den Werth von « als Function von 7, a, b, D angiebt. 

Man wendet wieder en an, indem man c als kleine 
endliche Grösse ansieht. Bei Reduction der Besselschen Reihen und ihrer 
Ableitungen auf je zwei Terme liefert die Gleichung 
Annäherung geltenden Werth 


ÖL) e= 


(30.) den in erster 


1 E 
2 Y5 don 
Wegen des Fortfalls der Anfangsglieder in (30.) muss man daselbst, um 
eine der Formel (24.) analoge Annäherung zu erhalten, noch c* neben der 
Einheit berücksichtigen und darf erst e® und die höheren Potenzen von e 





(sowie c*a’, c’a* ete., da « von derselben Ordnung wie c ist) vernachlässigen. 
Hierdurch euieteiht aus (30.) die Gleichung 
CH nn: BB ,, 
q R SE” Wr. „bubse: "mE dt 
Mr IIa— Tb Dee ıl > _ )yPe 
| a Fee /2 
welche für « den genaueren Werth 
1 J/E ., 7, E bıyre 
BE. RE | BR RG. EN I 
8) e=zypru-Gt- FD 


liefert. Aus den Relationen Y= 7 y- rd folgt dann 


wi 


v— VE nic 


(34.) DI 


-)57- sr -1. 
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$.7. Die in der Physik beobachteten stehenden Transversalschwin- 
sungen eylindrischer Stäbe werden bekanntlich in verschiedene Klassen 
getheilt, je nachdem die Stabenden frei oder festgehalten (angestemmt, auf- 
gelegt) oder eingeklemmt (völlig fest) sind *).. Man bezeichnet das Stabende 
als festgehalten, wenn zwar der Endpunkt der CUylinderaxe seine anfäng- 
liche Lage beibehält, jedoch die Richtung der Cylinderaxe in diesem 
Punkte eine variable ist, während bei dem eingeklemmten Stabende auch 
die letztere Richtung unverändert bleibt. Die stehenden Transversalschwin- 
sungen, welche durch die obigen Formeln (28.) für den unbegrenzten Uy- 
linder angegeben werden, sind nun dem Fall des begrenzten Stabes, dessen 
beide Enden festgehalten werden **), analog. Auch kann man dieselben 
als ähnlich den Schwingungen einer gespannten Saite bezeichnen (wo dann, 
um die Analogie durchzuführen, die Saite über beide Endpunkte hinaus 
durch symmetrische Fortsetzung unbegrenzt verlängert gedacht werden müsste). 
Aus (28.) folgt, dass wenn = wieder durch / bezeichnet wird, die Cylinder- 
axe successive Knotenpunkte im Abstand / von einander hat. Die durch die 
Knotenpunkte senkrecht zur Cylinderaxe gelegten Querschnitte haben keine 
transversale Ausweichung, führen jedoch eine drehende Bewegung um die 
Knotenpunkte aus, indem { in diesen Querschnitten nur für r = 0 verschwindet: 
somit varlirt die Richtung der Cylinderaxe in den Knotenpunkten. 

Für die Schwingungszahl N folgt, wenn man den Abstand der 


r st r & * Os . . 
Knotenpunkte (1= . N= ar) einführt. aus (33.) die Gleichung 


TC 


RR . /E 7 E b n’c’ 

EEE Zi = Y ar ee } 
Die zu einer beliebigen Schwingung gehörigen Obertöne ergeben sich, wenn 
statt / der Reihe nach die Werthe . = er eingesetzt werden. Bei 
der durch die Formel (31.) ausgedrückten ersten Annäherung erhält man 
für die Schwingungszahlen der Obertöne die Verhältnisse 1°:2°:3°,..; aus 
der genaueren Formel (35.) geht jedoch hervor, dass die Obertöne nicht so 
hoch sind, als das quadratische Verhältniss angiebt. 

Kiel, im August 1875. 


*) Chladni, Akustik, und Euler 1. c. 


**) Dieser Fall ist in Clebschs Lehrbuch d. Elastieität, $.61, für den unendlich dünnen 
Cylinder behandelt; die daselbst abgeleiteten Formeln stimmen mit der obigen Gl. (31.) 
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Ueber Minimalflächen. 


(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 


Abhandlung I. 


Der Hauptzweck dieser ersten Abhandlung ist. eine Reihe von 
Formeln herzuleiten, die der Verfasser bei einigen nachfolgenden Arbeiten 
über Minimalflächen als Grundlage benutzen will. 

Es sollen dabei folgende Bezeichnungen angewendet werden. 

Die rechtwinkligen Coordinaten x, y, 3 einer Fläche seien Funetionen 
von zwei Veränderlichen « und e, dann wird bekanntlich die Fläche eine 
Minimalfläche sein, wenn die Bedingungen 

er O°y 0% 


—(), ’_ —(), - 


ouor cuor ouor 


EN DyN\ DE DEN  (Y\,/0\%\ 
HEHE, HH HR -ı 


erfüllt sind. 


= U, 


Dies geschieht aber, wenn ZL(a) und Mia) zwei beliebige eomplexe 
Functionen sind, deren conjugirte beziehlich Z,(@) und M,(w) heissen, und 


wenn wir setzen 
ine = /1’(u)du+ [M*e)dr, 


2-iy = [I (u) du + /I:o)de, 


= [LM (w)du—i Me) L,(e)de, 


\ 


(1.) 


ua=s+tin v=s-m. 
Alle Flächen, welche sich durch die Gleiehungen (1.) darstellen lassen, 
sind Minimalflächen. Umgekehrt lässt sich aber auch nachweisen, dass alle 
Minimalflächen in dieser Form dargestellt werden können. Der Beweis 
ergiebt sich unmittelbar aus der Vergleichung dieser Formeln mit denen, 
die Herr Weierstrass (Monatsberichte der Berliner Akademie 1866, 
Seite 612—625) 


gegeben hat. Setzen wir nämlich 


Lu)=—-w%(u, M(e)=7%,(v), 
Le)=-v Ye), Ma)=%(u), 
Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 4. : 
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so werden die Formeln (1.) mit denen, die Herr Weierstrass Seite 619 
unter D anführt, identisch. Da aber durch diese Gleichungen D eine jede 























Minimalfläche dargestellt werden kann, so gilt dies auch von den Formeln (1.). 
Der Kürze wegen setzen wir noch in dem Folgenden 


frei 
2) La)=U, Me)=V, M(w=U, L()=V. 


Cu 








6. 


Aus den Gleichungen (1.) folgt 50 
n 2 ‚are bes 
(1%) dae-+idy = U’du+V de, de —idy = Uldu+YVjde, dz = iUU,du—iVV,de, i 
rei 
also ? 
a Be alle h a inh 
(3.) de’ +dy +dz' = ds’ = (UV, -+U,V) dude. h 
ERERRe dur 
Nun ist 
er ae inn 
dude = ds + dr = do’, 
wo do das entsprechende Bogenelement in der £n-Ebene ist. Es ist also in a 
I 
jedem Punkte der Fläche das Bogenelement ds dem Bogenelement do pro- alu 


portional, gleichviel nach welcher Richtung man von dem betrachteten 
Punkte aus fortschreitet. Damit ist bewiesen: 
Die Ninimalfläche wird auf die Sy-Ebene in den kleinsten Thkeilen Nu 
ähnlick abgebildet. 
Einem eonstanten Werth von 7 entspricht eine Curve, deren Bogen 
I / UV. +UV)d: 
ist, während un 


F) an fi UV, +UV)dn 


der Bogen einer Curve ist, die man für einen eonstanten Werth von & 
erhält. 


Sind U und V ganze Functionen ten Grades, so werden diese Curven alı 

vom Grade 2» -+1 und ihre Bogenlängen ganze Funetionen (2r + 1)ter Grades 
von S und n. un 

Aus der eonformen Abbildung der Minimalflächen auf die £n-Ebene 

folgt der Satz: Die Gleichungen n = const. und 5 = const. bestimmen auf der 
Minimalfläche ein System rechtwinkliger Trajectorien. D 
de 

$. 2. 


Indem man sich die Minimalfläche durch die den Annahmen 7 = eonst.. 
S = const, entsprechenden Curven in unendlich kleine Rechtecke ds, .ds; 
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getheilt vorstellt, erhält man für das Flächenelement den Ausdruck 
(4) ds..ds, = (UV, +U,Vy’dsdn. 

Nehmen wir an, es sei 7=( eine einfach weschlossene Curve auf der 
Minimalfläche und begrenze ein zusammenhängendes. von Singularitäten 
freies Stück S der Minimalfläche. Der Punkt x, y. 3 durchlaufe diese 
Curve, während & die Werthe von a bis b durchläuft, wobei natürlich auch 
a=+x undb=F%x sein kann. Nimmt 7 positive eonstante Werthe an. 
so mögen die zugehörigen geschlossenen Uurven im Innern des von 7 = 0 
begrenzten Flächenstückes liegen: die innerste dieser Curven sei n=e und 
redueire sich auf einen Punkt oder auf eine Linie, die keinen Flächen- 
inhalt mehr einschliesst, indem sie zweimal in entgegengesetzter Richtung 
durchlaufen wird, ähnlich wie bei einem System eonfoealer Ellipsen die 
innerste die gerade Verbindungslinie der beiden Brennpunkte ist. 

In diesem Falle. der besonders wichtig erscheint. lässt sich das ans 
Gleichung (4.) für das Flächenstück © hergeleitete Doppelintegral J sogleich 
auf ein einfaches redueiren. Es ist 


(D.) J u dn f ds(UV.+ EK), 


Nun ist aber 


O2 \”’ oy\’,/ 0 / ©X ’oy 03 \ . 
AI E) SEI HT) HE) = Wi i | 
BE’ BEZ T\ 08 / \ on / ' \on / on run), 
n o’x o’y Os5\,/’_ 02 o’y 02 
(.) (x +49 — +3 Fit I-Tr3 =% | 
( 08° Yy 08° 2 BE nö® N Y on’ on i 
und deshalb | 
u i 0° ; 4 0X {/oy\,/ 0 j 
l > „i\ L 1 : ww . I_{ h 
\ 2 BE +y +3 r» ön® ce r% dE zn" 0E/ \ BF: ) ; 
($.) ( e - y 
/ 0X ) ( oyN 0% Pi; 
| ET EN (N | 
4 \ on 7 cn / \ con 7 
also . 
u r\2 o ? ? 2 o 2 u 2 
(9) 4UV+UVY = ze (ty +3 + zer 43°), 
’s 4 

und wenn wir dies in Gleichung (5.) einsetzen, | 
N < L . 0 . b) 5) 5) L . © : 5 y ’ 
(10) M= / anf dS ertryr 3) +/ dr f das (a +y +2). | 
uf gr = y‘ e /# s 


Da hierbei die Integrationsgrenzen constant sind, so können wir die Ordnung 
der Integration beliebig vertauschen und erhalten 


4J = Jul se (a’+y+ =] +/ al; (e+y+z | 


43* 


() 
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Die der Annahme n= n,(0 <n,<Ze) entsprechenden Curven sind der Vor- 
aussetzung nach geschlossen, deshalb wird das erste Integral gleich Null 
und es bleibt nur 


” \- f oO / IN . 
4) = / dE| — («+ y’+3°)] 
rs L- cN n=V) 
Ad 


23). 4 
i | %% fa MW ati 2?) " Sal oO 2 2 : ie 
G er FRMTETE)] 


Hierbei ist aber 





weil 7 = 0 nur einen Punkt oder eine Curve darstellt, die zweimal in ent- 
gegenzesetzter Richtung durchlaufen wird, wenn £ die Werthe von a bis 5b 
(durchläuft. Deshalb ist 


® „f © en. „7° 
12.) W= / ds| (zE+ry+z)|l . 


Dieses Integral lässt sich auch geometrisch deuten. (Vergl. Schwarz, 
Misceilen aus dem Gebiete der Minimalflächen, dieses Journal Bd. 80 S. 290.) 
Es sei nämlich x, y, z ein Punkt der Begrenzung und c+dx, y-+dy, z-+ds 
der benachbarte Punkt auf der Begrenzung, dann bestimmen diese beiden 
Punkte mit dem Nullpunkt ein Dreieck, dessen Flächeninhalt bekanntlich 
gleich 
df = 4Y(yds— zdy) + (3de — zdz)+(cdy—ydz) 

ist. Die Ebene dieses Dreiecks bilde mit der Tangentialebene im Punkte 
x, y, 3 den Winkel », dann ist 

2 — ds, 5 (e+y’+3’)dn 

Pr Ad — 
Nun ist aber nach den Gleichungen (3°) und (3°.) 

ds, (UV +UNd de 


ds, (UV HU Y)dn de’ 


also 
do 
— dE 3: (z’+y’+32°) 
COSW = = 
Adf 
und 


(13.) J = / eosw.df. 
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Indem wir für a, o durch die Gleichungen 
(14.) u=flu), e=fı(o) 
neue Variable 
= stm, HH 

einführen, wobei f und f, beliebige zu einander conjugirte eomplexe Func- 
tionen sind, ergeben sich, jeder Wahl der Funetionen f, fi entsprechend, 
neue Systeme rechtwinkliger Trajeetorien, zunächst in der &r-Ebene. und 
deshalb auch auf der Minimalfläche. 


3, 
In dem Folgenden sollen der Kürze wegen die Bezeichnungen 
15.) UV, +UV=F UU-UU=Kk, VYV'-VV=L* 


benutzt werden. Ferner sei wie gewöhnlich 


oy oO d&a 0302 0x 03 or d Ou Ar 
ü cuov ouov’ cu Ov cu 00” couce ouon’ 
n2 n2 22 n2 n2 n2 
oo BE o% oc oı 0% 
Bu A IB FA Br 
cu” cu ou cucd OUcDd cucov 
n2 ns a a 2 2 
o’x or 02 0’z 02 0° 
= ASS HB 5407, ten, =, I= 
OD cv ou OT oroy oy 


dann haben wir in unserm Falle 
2A=F(UV,-UV), 2B=iF(UV,+UV), 2C=:iF(UV,—-U,V), 
(16.) 44'’+B+0)=—-F=- (UV, +U,V)*, 
2D=F'kKk, 2D’'=0, 2D"=F’l. 
SC’r = — F[K(V’— V})’ + L(U’— U})", 
(17.) 8sC0’s = iF[K(V—- VY)+ LU —- UN, 
[sct = F[{K(V?+ V?’+L(U?+ U2)]. 
Ss. 4. 
Die allgemeine Differentialgleichung für die Krümmungslinien ist 
[((A’+ CC’) de + ABdy]|(sdx+tdy) = |(B’+C’)dy + ABdx] (rdc+sdy). 
Setzen wir die gefundenen Werthe von A, B, C, r, s, £ in diese Gleichung 
ein, so kommt nach Fortlassung des Factors — z (UV, — UV)’ 
(18.) Kduw = Ldv‘. 


Dies ist die Differentialgleichung der Krümmungslinien, aus deren Form 





*) Eine Verwechslung mit dem oben benutzten L ist wohl nicht möglich. 
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man sogleich erkennt, unter welchen Umständen die Krümmungslinien al- 
gebraisch werden. Meist führen sie zu hyperelliptischen Integralen. 








Wenn wir die Bezeichnungen von Herrn Weierstrass (a. a. ©.) be- 
nutzen wollen, so müssen wir setzen 
U=-- uU"), Veyle), U=ta). N=-eFı(o), 
V 






=-— m, UVU—-UUÜU=K= -—irs(u), 


1 
folglich wird die Differentialgleichung für die Krümmungslinien 
(18°)  Fad)du = Yyılo)de‘. 





$. 5. 
Ebenso finden wir aus der allgemeinen Gleichung der Asymptoten- 

linien 

rdze + 2sdrdy+tdy' = 0 
für unsere Minimalflächen 

(19) Kdw = — Ldr‘.*) 
Die Asymptotenlinien sind isogonale Trajeetorien der Krümmungslinien und 
schneiden diese unter einem constanten Winkel von 45°. Entsprechend 
findet man die Differentialgleichung der Isogonalen, welche die Krümmungs- 
linien unter dem constanten Winkel % schneiden. 


(20.) KdwW = e**' Lde'. 


$. 6. 
Heissen die Hauptkrümmungsradien einer Fläche e, und o,, so ist 
bekanntlich 


A!+B?+0)' 
ee D" — DD" 
Bei den Minimalflächen ist aber 0, = —o.. also 
Ä N » 4A+B+C0)% —F 
2 40! = 405 = —. ch : zo 
a) D®—_ DD" KL’ 


oder mit Anwendung der Bezeichnungen von Herrn Weierstrass 
21.) 4a=49 = (we+l)' la) Fe). 


Sind ferner =’, y', 3° die Uoordinaten der Krümmungsmittelpunkte, die zum 


*) Ueber die Gleichung der Krümmungslinien und Asymptotenlinien vergl. Ossian 
Bonnet, Memoire sur lemploi d’un nouveau systeme de variables. (Liouvilles Journal 
2.8.1.5. p. 193 — 267. Gl. (54.) und (53.). 
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Punkte x, y, 3 gehören, so wird 
2YKL(«—-x) = + F(U,V,—- UV), 


(22.) | 2YKLiy —y) = +iF(U,V, + UV), 
\2YKL(#—-2) = +iF(UV,—U,V). 
8.7. 


Für die kürzesten Linien auf einer Fläche gelten bekanntlich die 
Ditterentialgleichungen 


d’x ; d’ı . d’z 
— — Neos4, J — Neosu, — — Neosv. 
di? di“ di‘ 


Dabei bedeutet £ die Zeit, N den normalen Druck auf die Fläche. und 2, 
u, v sind die Winkel, welche die Normale im Punkte z, y, z mit den drei 
(‘oordinatenaxen bildet. Hier ist daher 


dz+id’y _ gırır du \ f a 5 2 d’v _g9wUV 
dı? BUN dt ) ram ” Ban di di” AR iF” 
dx — id’y duN’. | ‘de\ , qn d’u ‚d’v a 
’_9aTUTT _L9 L a 
de“ ua Pe ahhhit I\dı/ ' U d di? HEN iF 
1 d’z 4 du de z u ‚, d’o 
i dr = (WU. +UUV, (3 IV. + (A) uw, rn 
NUV —UV 


iF 
Diese drei Gleichungen geben nach der Elimination von N 


, oF du w v2 d’u . cF f dv \_ ) d’v 
)‘ vu? m ri nn () 2F - U), 
(23.) Al ou ( di / r dt’ ‚a ov \dt / F dt‘ 


Hieraus folgt 
23° "(dud | (IF ou 2 de) | 
23°.)  Fldud’v— ded u)— 2F\ du — — „ de Jdude ), 


NOU 
OF . öF 
(24.) F’(dud’e +ded’u)+2F © Er du -- - de )dude — ()., 


Das Integral der Gleichung (24.) 


DE du de 
m ei 
di di 
oder 
n do ds 
I - - — Ü s - - et -+ C, )r 


dit dt ’ 
Diese Gleichung sagt aber nur aus, dass der auf der kürzesten Linie durch- 
laufene Weg der Zeit proportional ist; dagegen liefert Gleichung (23°) die 


gesuchte Relation zwischen x und vo. 





ET 
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8. 8. 


allgemeinen Fall ausführbar. nämlich für den Fall, dass die symmetrische 
Funetion F von x und ® nur von dem Producte wo =r, nicht aber von 
u--o abhängig ist. Dann ist nämlich 


öF « dF OF dF 
= —, — =s- 
ou dr cv dr 


et »Z = Be 


„mdR (do\’ Er © 
air" a 


also 


oder 


d’v d’u [w 2) (= | = 
2 — 
En di ) (2) 
oder wegen 
dr 
+ " a 3 
= . d’v uN\ F „0 du 
2)! 2 ; i Br / — 
(25) Flur — „Ey op 07) = 0, 


also 


a af. do du\N  .» 
(26.) Fiu “ 037) = sc. 


Von dieser Differentialgleichung können wir sofort ein partieuläres Integral 
finden. Ist nämlich e,=0, so wird 


dv du 
0. = 0 


da F nieht Null sein kann. also 


y N 
logu = loge-+loge, 
oder 


(27.) au+br = N. 

Diese kürzesten Linien werden also auf die £n-Ebene abgebildet durch 
gerade Linien, die sämmtlich durch den Nullpunkt der Fläche hindurch- 
gehen. Deshalb giebt es durch jeden Punkt der Minimalfläche eine solche 
kürzeste Linie. Sie gehen aber alle durch denselben Punkt, der dem Null- 
punkt in der Sn-Ebene entspricht. 

Ist e, von Null verschieden, so führen wir Polarcoordinaten ein und 
setzen 
2 


28) er. "er tor t, warez, 


Die Integration der Differentialgleiehungen (23.) ist für einen sehr 
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also 
edu—ude = 2irdy, 
oder weil 


Da a ER 

C C 

ist, so folgt aus Gleichung (26.) 
2Frdy = — do = 2e,do, 

C 

folglich ist 
(29) dp = — 0 — — u art 
2zyF.Tr—c? ry F’.r’—c? 


Wenn F eine rationale Funetion ist, so ist also g ein hyperelliptisches 
Integral von r. 
8. 9. 

Die Minimalflächen lassen unendlich viele Verbiegungen zu, so dass 
die verbogenen Flächen wieder Minimalflächen sind, denn setzen wir in den 
Gleichungen (1.) 

e"U statt U, eV statt V, eV, statt V,., e”U, statt U,. 
so ändert sich 

F= UV, +UV 

und deshalb auch das Bogenelement ds= Fdo gar nicht, und wir erhalten eine 
Minimalfläche, die auf die £n-Ebene und deshalb auch auf die ursprüngliche 
conform abgebildet ist und aus dieser durch Verbiegung entsteht. 

Dabei kommen K.e““"" und L.e‘’ an die Stelle von K und L. 
Die Krümmungslinien der Verbiegung haben daher die Differentialgleichung 

Kadu = Lde’.e? 

und entsprechen nach $. 5. Gl. (20.) den isogonalen Trajeetorien auf der 
ersten Fläche, welche mit den Krümmungslinien den Winkel 4(#—e) 
bilden. 


$. 10. 
Durch jede gegebene Curve lassen sich unendlich viele Minimal- 
flächen hindurchlegen, die in folgender Weise dargestellt werden können. 
Die Curve sei gegeben durch die Gleichungen 
(0) zs+y=Gld), c-y=G(S), z=H(S), 
wo H(£) eine reelle Function ist, während @(5) und @,(£) zu einander con- 
Jugirte complexe Funectionen sind. 


Journal für Mathematik Bd. LXXXI. Heft 4. 44 
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Der Kürze wegen setzen wir 


dG(&) N dG,(&) „old _ ne 
he „Saal Ze en 


und lassen in den Bezeichnungen das Argument (5) fort, so lange es 
reell ist. 

Damit die Fläche durch die gegebene Raumeurve hindurchgeht, 
setzen wir 

31) Z+N'=g L+NM=g, iLM—-iLM=h, 
dann werden die Gleichungen (1.) für n=0 mit den Gleichungen (30.) 
identisch, d. h. die Gleichungen (1.) stellen eine Minimalfläche dar, auf 
welcher man für 7=0 die gegebene Curve erhält. 

Zur vollständigen Bestimmung der Funetionen Z, M, L,, M, aus den 
Gleichungen (31.) führen wir noch zwei conjugirt complexe Functionen P 
und P, ein durch die Gleichungen 

(32) P=2LM, P,=2L]M, 
und erhalten 
\2L=Vg+P+Vg-P, 2M=Vyg+P-Yg-P, 


(33.) “#8 | a Yite V 
(21, = Yg +P,+ g—P.ı. 2M, =) +Pı-Yn-P:ı. 





Wenn hierbei die Wurzeln andere Zeichen erhielten, so änderten sich 7, 
MW’, L,, M} entweder gar nicht oder es würde Z’ mit M°, und Z} mit M; ver- 
tauscht, und das Resultat würde dasselbe bleiben. 

Die Funetionen P und P, sind nicht ganz willkürlich, sondern 
sie müssen, damit die Gleichungen (31.) bestehen, der Bedingung 

(34.) 4 (g +) — AM PP, +(gP, —g,P) = 0 

renügen. Diese Gleichung ist aber reell und giebt deshalb nur eine Relation 
zwischen den beiden Funetionen P und P,. Wir können daher P und P, 
noch auf unendlich viele Arten bestimmen, so dass die Bedingungsgleichung 
34.) befriedigt wird. Die gesuchten Minimalflächen sind dann dargestellt 
durch die Gleichungen 


lc+tiy = + / (gu) + Va) — Piu)]du+ yı [yle)—Vge) — P'e)]ae, 
It—-y= In -VgW-Pi u)]du-+  /Isılo)+Vgie)—Pile)ldr, 
(35.) \ a nie 3 Me cr a TEE 
| = ft Yglu)+Piau)+Ygia) —Piu)] [Yglaw)+P (a) —V gı(w)—P;(a)]du, 












- 
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Für a=e=$ gehen diese Gleichungen über in die gegebenen Gleichungen, 


und somit ist gezeigt, wie durch jede beliebige Curve unendlich viele 
Mirimalflächen hindurchgelegt werden können. 

Es bleibt nur noch übrig nachzuweisen, dass durch die Gleichungen 
(35.) alle Minimalflächen dargestellt werden können, welche durch die ge- 
gebene Curve hindurchgehen. 

Ist eine Minimalfläche, welche durch die Curve hindurehgeht. nicht 
in der Form der Gleichungen (35.) dargestellt, so muss sie sich wenigstens 
durch die Gleichungen (1.) darstellen lassen. Die auf ihr liegende gegebene 
Curve kann dann dadurch bestimmt werden, dass man 

S+in = p(S)+tiwi(, 
setzt und die analytischen Funetionen g und w so bestimmt, dass für reelle 
Werthe von $, der Punkt x, y. z die gegebene Curve durchläuft. Setzen 
wir dann 

ua=ylu)trivia), v=gle,)—iw(e, 
in die Gleichungen (1.) ein, so werden sie für 
u, =, > S, 

die gegebene Curve darstellen und deshalb die Form der Gleichungen (35. 
haben müssen. 


$. 11. 

Mit den soeben ausgeführten Formeln lässt sich eine Aufgabe lösen, die 
Herr Schwarz für das Jahr 1574 am Polytechnieum in Zürich als Preisaufgabe 
gestellt hat: „Eine Minimalfläche ist durch die Bedingung analytisch zu bestimmen, 
dass eine vorgeschriebene ebene Curve eine kürzeste Linie derselben sein soll.“ 
Diese Aufgabe ist von den Herren Herzog *) und Henneberg **) für die Cyeloide, 
für die Kegelschnitte und deren Evoluten gelöst worden. (Vergl. Schwarz, 
Miscellen aus dem Gebiete der Minimaltl. a. o. ©.) 

Die allgemeine Lösung der Aufgabe ergiebt sich sofort aus dem Vor- 
hergehenden, wenn man Pia) = g(a) und P,(u) = g,(w) setzt: denn ist die 
gegebene Uurve 


zs+y=d@(), zs-yw=@G(), z3=HH)=0, 


*) Albin Herzog, Bestimmung einiger specieller Minimalflächen, Inauguraldisser- 
tatıon. Zürich 1875. 

®#®) Lebrecht Henneberg, über solche Minimalflächen, die eine vorgeschriebene ebene 
Curve zur geodätischen Linie haben. Zürich 1875. 
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so wird für P=g, P,=g, die Bedingungsgleichung (34.) befriedigt und 
wir erhalten 





[+9 =30W +40), == 4C)+ 4) 
(36.) 





i /., — i ———— 
= fi g(u)g,(“) du—z- Yglv)gi(o)de. 
Diese Gleichungen stellen eine Minimalfläche und für n=0 die vor- 
geschriebene ebene Curve dar. Diese Curve ist aber auch eine kürzeste 
Linie auf der Fläche, denn es ist 


F= L(u)L,(e)+M, (u) M(e) = Lygla)g(e)+ 1 Ygı(u)g(e), . 
F gu) 9,%) OF ge ge) 
du AyguWge) Aw)" Co AygmWgle) AygwWge) 
Für n=0, d.h. für = o wird also 


IQ» 


oF I oF 
cu ©»? 
also 
. ’ OF oF 
dude -du.du=0V. — du— — de =(, 
cu cv 


folglich wird die Differentialgleichung der kürzesten Linie 
(23°.) F*(dud’o — de du) —2F( di - de) ==. () 
für n=0 befriedigt, was zu beweisen war. 
In den nachfolgenden Abhandlungen des Verfassers wird von der- 
artigen Minimalflächen noch mehrfach die Rede sein. 


Freiburg i. Br. September 1875. 
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Ueber einen Satz aus der Potentialtheorie. 
(Von Herrn H. Bruns.) 


Im 79. Bande dieser Zeitschrift”) befindet sich eine Abhandlung von 
Herrn Stahl, deren erster Abschnitt eine Reihe von Sätzen über Potential- 
flächen enthält, welche im Wesentlichen als einfache Folgerungen aus zwei 
allsemeineren Theoremen angesehen werden dürfen. Das erste von diesen kann 
in folgender Gestalt ausgesprochen werden: „Wenn eine Funetion V der 
rechtwinkligen Coordinaten x y z eines Punktes sammt ihren ersten Ableitungen 
innerhalb eines bestimmten Raumes T eindeutig, endlich und stetig ist und 
der Ditferentialgleichung 


x 3 A Zi; 
> Oo’ Mi Be ; 
AN = = he - a n = () 
or ey 02° 
senügt, so ist sie innerhalb T regulär.“ — Der Beweis hierfür ergiebt sich 


unmittelbar aus der bekannten Darstellbarkeit einer solehen Funetion durch 
ein über die Begrenzung von T ausgedehntes Oberflächenintegral, dessen 
einzelne Elemente reguläre Funetionen von x y z sind. Dem zweiten Theorem 
lässt sich folgende Form geben: „Es sei die analytische Fläche F in der 
Umgebung eines ihrer Punkte P frei von Singularitäten, ferner seien k, p und 
drei in der Umgebung von P reguläre Funetionen der Coordinaten x y 3, 
dann existirt immer eine Function V, welche in der Umgebung von P ri 
ist und folgenden Bedingungen genügt: 

1) es ist IV = —Ank, 

2) die Werthe, welche F und seine in der Richtung der Normale an 
F genommene Ableitung in einem Punkte Q von F annehmen, sind gleich 
den Werthen von g und w im Punkte Q.* — Für den speciellen Fall k= 1, 
g=(0, w=0 hatte ich diesen Satz bereits bei einer früheren Gelegenheit 
ausgesprochen **), jedoch nicht vollständig bewiesen; es erscheint mir deshalb 
angemessen, hier eine einfache Herleitung desselben mitzutheilen. Zu dem 
Ende sei P der Anfangspunkt der Coordinaten, die Tangentialebene in P an 
die Fläche F werde zur zy-Ebene gewählt, dann lässt sich, wenn 0 (£7{) 


/ 


ulär 


.(y 
"> 


‘- 


ein Punkt von F ist, £ als eine gewöhnliche Potenzreihe von &n darstellen, 





*) 8.265 fl. Zur Theorie der Potentialflächen, unter besonderer Rücksicht auf 
Körper, welche von Flächen der zweiten Ordnung begrenzt sind. 


*#*) De proprietate quadam functionis potentialis. Diss. Berolini 1871. 
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welche mit den Gliedern zweiter Ordnung in 5 und n beginnt. Trägt man 
dann auf der Normale in O von Q aus die Strecke r ab, so sind die Coor- 


dinaten zyz des anderen Endpunktes von z durch die Gleichungen 


FR ce °_—]1- 9? 1 ? 
P= 35 1 ’ rp rq; 
“. tp Tı( ——- 
=: y-n--, lc Fe sl 


gegeben. zyz sind hiernach als gewöhnliche Potenzreihen von 577 darstellbar, 
welche für &=n7=r=0 verschwinden, während die Glieder erster Dimension 
sich beziehungsweise auf die Terme £, n, 7 reduciren. In Folge dessen lassen 
sich auch umgekehrt nz in ähnlicher Weise durch Potenzreihen von zyz 
darstellen, deren Anfangsterme beziehungsweise x, y, 3 sind. Innerhalb des 
semeinsamen Theiles der Convergenzbezirke dieser heihen gehört also zu 
jedem Punkte zyz ein Werthsystem Sn und umgekehrt. Die Differential- 
eleichung 4V/ = —4rık nimmt dann dureh Substitution von Sn7 für zyz folgende 
(Gestalt an: 


3? ®y DU 
| 4% = 4- ER. ie +24 SE. +2B- +20 3ER, 
0° 0 onort otTos oson 
ne Bi ER 
ET MH HN 


Wo 
a ee a ee ee ei 
oy 02 O2 dx coyoy 030 
und die übrigen Coefficienten B, C, B’, C', M, N aus A, A’, L durch einfache 
Buchstabenvertauschung erhalten werden. Diese Üoeffieienten erscheinen zu- 
nächst als Funetionen von zyz, durch Substitution von £nr für zyz gehen 
je jedoch ebenso wie k, g und w in gewöhnliche Potenzreihen von £nı 
über, und zwar ist für $S=en7n=rT=0 
i=Bat=- 1ı,.A=-b=l=0. 
Setzt man g(5n0) = Y(En), w(snd) = w(Sn), so ist der Beweis unseres Satzes 
offenbar darauf zurückgeführt, die Existenz einer gewöhnlichen Potenzreihe 
W von Snr nachzuweisen, welche innerhalb eines bestimmten Bezirkes con- 
vergirt, die Differentialgleichung (1.) befriedigt und für 7 = 0 den Gleichungen 
W=y, —-=v 

senügt. Die Existenz einer solchen Reihe ergiebt sich nun unmittelbar aus 
einem von Frau $S. von Kowalevsky bewiesenen Theorem*), sobald man die 


*) Bd. 80 dieses Journals. „Zur Theorie der part. Differentialgl.*“ >. 11. 
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Gleichung (I.) nebst den dazu gehörigen Anfangsbedingungen etwas umformt. 
Setzt man 
a AUS: — RES 

m Turn u Br 


os cn oT 


und schreibt für $n77, soweit sie in den Grössen k, A, B. 





‚ vorkommen, 
beziehungsweise %, %, Z, 80 ist das Gleichungssystem 


er 


DE... 0 9 


Or 9 , Dar Zu "I 
oO ‚0 f ‚0 vr c . : = 
- CH —4nk+A % BR: 194% 12 %ı 120 4 Lg, + Mya+Ny, 

Os on cn Os en 

% — (), Ok: — A), z—— — K% 

oT oT oT 

mit den Anfangsbedingungen 
oı og i O N 

=, human > B=V, nm, Ken u, 


os on’ 

für ©2=0, offenbar den oben für die Grösse W aufgestellten Bedingungen 
äquivalent, andererseits sind alle Erfordernisse für die Anwendbarkeit des eben 
eitirten Lehrsatzes erfüllt, so dass damit der in Rede stehende Satz bewiesen ist. 
Wie man übrigens sieht, lässt sich die Voraussetzung, dass und w reguläre 
Funetionen von zyz sein Bo En durch folgende andre ersetzen: Es 
müssen die Werthe von W und " für r—=() als gewöhnliche Potenzreihen 
von $ und n darstellbar sein. Baal sieht man, dass die analytische Fort- 
setzung des so erhaltenen Functionenelements W längs der Fläche F allemal 
regulär ist, solange es die Fortsetzungen von F, p und w sind, und dass 
diese Fortsetzung dieselben Eigenschaften wie das ursprüngliche Funetionen- 
element besitzt. 

Das Eingangs zuerst erwähnte Theorem lässt sich jetzt dahin erweitern, 
dass, wenn innerhalb des Raumes 7 die Function % eindeutig und regulär ist. 
wenn ferner V sammt seinen ersten Ableitungen endlich, eindeutig und stetig ist 
und der Gleichung 4V/=—4nk genügt, V nothwendig auch regulär ist. 
Zum Beweise denke man sich durch einen beliebigen Punkt innerhalb von 
T eine beliebige reguläre Fläche F gelegt, dann existirt eine Function U, 
welche in der Umgebung von P regulär ist, der Gleichung SU = 4rık genügt 
und auf F sammt ihren ersten Ableitungen verschwindet. 
ist dann in der Umgebung von P sammt ihren ersten Ableitungen endlich, 
eindeutig und stetig und befriedigt die Gleichung AV -+-U) = 0, ist also regulär; 
folglich ist es auch die Funetion (Y+U)-U=Y, w. z. b. w. Als einfaches 
Corollar ergiebt sich hieraus, dass nicht nur das äussere Potential eines 


Die Funetion V+-U 
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Körpers, sondern auch das innere an allen den Stellen regulär ist, wo es die 
Dichtigkeitsfunetion A Ist. 

Aus den hier abgeleiteten Resultaten ergeben sich ohne alle Schwierig- 
keit die Sätze über die analytische Fortsetzbarkeit der Potentialfunetionen von 
mit Masse belegten Oberflächen oder mit Masse erfüllten Räumen, welche von 
Herrn Stahl und mir benutzt worden sind, um bei einigen der zugänglicheren 
Fälle dieser Art die Reduction von Körperpotentialen auf Oberflächenpotentiale 
wirklich durchzuführen. Wenn die Begrenzung des Körpers nieht aus einer 
einzigen analytischen Fläche besteht, sondern aus Stücken von solchen Flächen 
zusammengesetzt ist, so wird die Lösung dieser Aufgaben wesentlich durch 
den Umstand erleichtert, dass es nicht erforderlich ist, die in solehen Fällen 
ziemlich complieirte Potentialfunetion selbst zu kennen. sondern nur die 
Funetionen U, welche sammt ihren ersten Ableitungen auf der Begrenzung 
des Körpers verschwinden und der Differentialgleiehung JU= 4nk genügen. 
Ich will jedoch bei diesem Gegenstande hier nicht weiter verweilen, sondern 
verweise in dieser Beziehung auf die bereits genannten Abhandlungen. Es 
möge hier nur noch eine Anwendung von den obigen Sätzen gemacht werden. 
welche für die Geodäsie ein gewisses Interesse hat. Man denke sich einen 
Körper so aus Theilen T, T', T’, ... zusammengesetzt, dass die Begrenzung 
der Räume T,T',T”,... aus regulären Stücken analytischer Flächen besteht und 
dass die Dichtigkeit innerhalb der einzelnen Theile durch reguläre Funetionen 
k, K, k", ... ausgedrückt wird. Dann sind die Niveauflächen des zu diesem 
Körper gehörigen Potentials stetig zusammenhängende Flächen, deren Normale 
ihre Richtung ebenfalls stetig ändert. Ausnahmen bilden nur die Stellen, wo die 
ersten Ableitungen nach zyz gleichzeitig verschwinden. Das innerhalb eines der 
Räume T, T',T",... liegende Stück einer Niveaufläche gehört ein und derselben 
analytischen Fläche an und ist im Allgemeinen regulär, dagegen gehören 
die in verschiedenen Räumen T, T', T’, ... liegenden Stücke im Allgemeinen 
verschiedenen analytischen Flächen an. Wenn also auch wegen der Stetigkeit 
der ersten Ableitungen die Lage der Tangentialebene an eine Niveaufläche 
sich stetig ändert, so wird doch die Krümmung derselben beim Uebergange 
von T nach dem benachbarten Theile T’ einen Sprung erfahren. Es sei nun 
F ein Stück der Trennungsfläche der beiden aneinandergrenzenden Theile 
T und T', ferner sei P ein Punkt von F, und es werde angenommen, dass 
k, b' und F in der Umgebung von P regulär seien, dann sind auch die zu 
T und T' gehörigen Potentialfunetionen V und V’ in der Umgebung von P 
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regulät, ebenso wie die durch die Gleichungen V = const., V’ = eonst. definirten 
analytischen Flächen, aus denen sich die Niveaufläche, welehe durch P_ geht. 
zusammensetzt, so lange nur nicht die ersten Ableitungen des Potentials in 
P gleichzeitig verschwinden. Diese beiden Flächen, deren Krimmung im 
Punkte P jetzt bestimmt werden soll, mögen mit N und N’ bezeichnet werden. 
Die Funetion Y—V’=U verschwindet sammt ihren ersten Ableitungen aut 
der Fläche F, ferner berühren sich N und N’ längs ihres gemeinschaftlichen 
Durchschnittes C mit F. 

Denkt man sich die Functionen V, V’, U, k, # nach Potenzen der 
auf P als Nullpunkt bezogenen Coordinaten zyz in der Form 
V=-V,+Nce+Vy+V.+ 4 Va + Vay’+V33’)+Vay2 + Vaze + Vaay +... ete. 
entwickelt, so beginnt die Entwickelung von U mit Gliedern zweiter Dimension. 
und zwar redueiren sich diese auf den Term —2n(k,— k,)z. wenn man die 
Berührungsebene an F im Punkte P zur xzy-Ebene wählt. Wählt man da- 
veren, wie es hier geschehen soll, als z@y-Ebene die gemeinsame Berührungs- 
ebene an N und N’ im Punkte P, und bezeichnet man die Riehtungseosinus 
der Normale an F mit «?y, so sind die Glieder zweiter Dimension ın I 
offenbar durch den Term 

— 2n(k,— klar +Py+Yz2)' 

gegeben. Legt man ausserdem die y-Axe in die zu P gehörige Tangente 
an C, so ist ?=(, folglich 

neh heh-d Kh=0 = Van Va Fa In Ya Va 
Die Niveauflächen N und N’ sind dann dureh die Gleichungen V=F,, =] 
bestimmt. Um die Hauptkrümmungshalbmesser von N und N’ im Punkte P 
zu ermitteln, ist es nur nöthig sich folgender Sätze zu erinnern. Es sei f(eys) = U 
die Gleichung einer Fläche, dr, dy, dz die Projeetionen des Bogenelements 
einer der durch den Punkt zyz gehenden Krümmungslinien auf die Coor- 
dinatenaxen, e der dazu gehörige Hauptkrümmungshalbmesser, fi fafs fuhr: --- 
die ersten, resp. zweiten Ableitungen von f, g’ = fi+f3+f;, dann sind de, dy, d: 
und ge durch folgende Gleichungen bestimmt: 

0 = fiıde + fdy+ fsdz, 


0 = de+ (fund -+ fody+ fisdz) + fıd A 
0 = dy+ (dat fandy + Pads) + fd, 


Gm ds+ (fud+ fady + ads) + fd 
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Bruns, über einen Satz aus der Potentialtheorie. 


Legt man die positive s-Axe so, dass f; positiv ist, und nimmt g ebenfalls 
positiv an, so ist e positiv nach der Seite der positiven z-Axe hin. In 
unserem Falle hat man für f successive V und V’ zu-setzen. Setzt man 
zunächst f= V, so folgt aus der ersten Gleichung, wegen ,=N,=0, dzs=0); 
die beiden folgenden geben 


0= (3 +Vu)de+Vndy, 0= Vade+( + Va)dy, 





und hiermit 


= (24V) 4 Va) =) + Wat Va) Va Va Pie 


Sind o,, 9 die beiden Wurzeln dieser quadratischen Gleichung und 
1 1 1 
= ——, um —, 
[Ü [) 


Sl 2 NIx2 


so wird 

gm = —(Vı+V»), gr=VıVla—Vır 
Bezeichnet man ferner mit 9, und 9, die von der x-Axe aus gezählten Azi- 
muthe der zu e, und @& gehörigen Krümmungslinien, so ist 


Vıtso, = re +1), Vreoty, = +P), 


V r 9 V V.e 9 V. k 
rigp=—\—+Y u), Pr con = —\—-+ 2), 
P, 
tgsptgp+1=0 oder tgy, = — cotgp.. 
Analoge Ausdrücke erhält man für die zur Fläche N’ gehörigen Grössen 
dp &; WW, W, A, 
Man leitet hieraus ohne Schwierigkeit folgende Relationen ab: 
g(m— m’) = 2n (k,— ku), g(n—n) = —2n(ku—k,)eVr 
V.(eot2y, — e0t2y,) = — 7 (k,— kı) e°. 

Diese Gleichungen liefern aber die sprungweisen Aenderungen in der mittleren 
Krümmung, dem Gaussischen Krümmungsmaass und in den Azimuthen der 
Krümmungslinien, wenn man auf der Niveaufläche aus dem Raume T in den 
kaum T durch den Punkt P hindurch geht. Es können hierbei folgende Grenz- 
fälle eintreten. Wenn entweder A, = k, oder @« = (0, so ändern sich offenbar m 

2 
rund beim Hindurchgehen durch den Punkt P stetig. Im ersteren Falle hat 
die Dichtigkeit im Punkte P zu beiden Seiten von F denselben Werth, im zweiten 
Falle haben die drei Flächen F, Nund N’ in P eine gemeinsame Berührungsebene. 
Wenn V„ = 0, so ändert sich » stetig. Wenn endlich V.= 0, so werden die 
quadratischen Gleichungen zur Bestimmung von @,, ©, 01, O2, YEsp. 


Om a B- Yn)(E + Pr); 0= Gr 7 Yu) +n); 
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wir dürfen also setzen 


1 ( y 
®-—_V. El = —V E . 9 = —V.: 


= 113 Zr 
P, P, %G 9 


o, ändert sich dann stetig. Ferner ist in diesem Falle 
V.coty, = Vı-Va; V:: cotpı =Vu- V», 

also, wenn V,, nicht gleich V;,, resp. V;, nicht gleich V,, eoty, = ®, eoty, = x, 
d.h. die Krümmungslinien von N und N’ haben die &- und y-Axe zu Tangenten, 
oder die Azimuthe ändern sich stetig. Wird V,,= V» oder V,, = V;,. so hat eine der 
beiden Flächen N, N’ in P einen Nabelpunkt und das Azimuth der Krümmungs- 
linien wird dann in diesem Punkte unbestimmt. Besitzen beide Flächen in P 
einen Nabelpunkt, so muss V, = 0 und V, = VI» =1V»=V,, also U,—=0 sein, 
ein Fall der nur eintreten kann, wenn k,= k, oder «=. 

Um von den gefundenen Sätzen eine Anwendung auf die mathematische 
Figur der Erde zu machen, ist zunächst zu beachten, dass dieselben auch dann 
noch gültig bleiben, wenn V und V’ nicht eigentlich mehr als Potentialfune- 
tionen eines bestimmten Körpers anzusehen sind, sondern ganz allgemein 
Funetionen bedeuten, die ausser den oben angegebenen Grenz- und Stetirkeits- 
bedingungen einer Differentialgleichung von der Form IV = —4rk genügen. 
Man kann deshalb jene Sätze direct auf die Kräftefunetion der Erde anwenden, 
deren partielle Ableitungen in jedem Punkte die Componenten der Schwerkraft 
liefern. Denn diese Kräftefunetion W setzt sich bekanntlich zusammen aus dem 
Potential des Erdkörpers und aus dem von der Schwungkraft herrührenden 
Grliede aß, wo o» die Rotationsgeschwindigkeit und R den Abstand des 
betrachteten Punktes von der KRotationsaxe bedeutet. Man hat also 
AW = —4nk+2w’, wo k die Dichtigkeit in dem betrachteten Punkte des 
Erdkörpers ist. Ferner darf man unbedenklich voraussetzen, dass der Erd- 
körper aus Theilen T, T’, T’... bestehe, deren Begrenzung und Dichtigkeit 
den oben gestellten Bedingungen entspricht. Da nun das Glied 20° aus den 
Differenzen k,— k, herausfällt, so kann man in obigen Formeln ohne Weiteres W 
für V schreiben und erhält dann die sprungweisen Aenderungen der auf die 
Niveauflächen der Kräftefunetion W bezüglichen Grössen m, n, p an den- 
jenigen Stellen des Erdkörpers, an denen diese Niveauflächen aus einer 
Massenschicht in eine benachbarte von verschiedener Diehtigkeit eintreten. 
Nach einer von Gauss und Bessel aufgestellten Definition ist aber die mathe- 
matische Figur der Erde nichts anderes, als eine Fläche aus der Schaar 
W= const. oder eine Niveaufläche von W und zwar diejenige, welche mit 
der Oberfläche der Weltmeere zusammenfällt, so weit sie sich über diese 
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hin erstreckt. Hierbei ist stillschweigend angenommen, dass der Meeresspiegel 
einer Niveaufläche W angehöre, eine Annahme, welche zwar nicht in aller 
Strenge richtig ist, jedoch aus hydrostatischen Gründen mit sehr grosser 
Annäherung erfüllt sein muss. Dieser Umstand ist übrigens unerheblich, denn 
das Wesentliche an jener Definition besteht darin, dass die mathematische Figur 
der Erde eine Niveaufläche der Function W sein soll, während man die Bedin- 
gung mit der Meeresoberfläche zusammen zu fallen sehr wohl durch die andere 
ersetzen könnte und in Wahrheit auch wirklich ersetzt, dass die betreffende Ni- 
veaufläche durch einen willkürlich festzusetzenden, aber bestimmten Punkt gehe. 

Nach den bisherigen Auseinandersetzungen lässt sich also Folgendes 
von der mathematischen Figur der Erde aussagen. Sie ist eine geschlossene, 
stetig zusammenhängende Fläche, deren Normale ihre Richtung stetig ändert, 
frei von Kanten und Ecken und ähnlichen singulären Stellen, da auf ihr 
die Schwerkraft überall einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Da 
sie, nach unseren Kenntnissen von der Zusammensetzung der Erdrinde, in 
ihrem Verlaufe durch Stellen hindurchgeht, an denen sich die Dichtigkeit 
sprung weise ändert, so ist sie nicht aus einer analytischen Fläche gebildet, 
sondern gehorcht an verschiedenen Stellen verschiedenen Bildungsgesetzen. 
Das Bildungsgesetz ist dasselbe für alle diejenigen Punkte der Fläche, welche 
in einer stetig zusammenhängenden Massenschicht liegen, innerhalb deren 
die Diehtigkeit entweder constant ist oder nach einem bestimmten analytischen 
(Gesetze varürt. An den Uebergangsstellen ändern sich die mittlere Krümmung. 
das Krümmungsmaass und die Azimuthe der Krümmungslinien sprungweise 
um Grössen, welche durch die Gleichungen 

g(m— m’) = 2n(k,—k,)e, g(n—n') = —2n(k,— k,)e’'W;. 
W,(cot2y, — cot2y,) = —n(k,— k,,) 0" 

gegeben sind, wo g offenbar die Schwerkraft bedeutet und die Krümmungs- 
halbmesser nach der Innenseite der Fläche zu positiv gerechnet werden. 
Da ein näheres Eingehen auf die aus diesen Formeln sich ergebenden 
Consequenzen nur ein untergeordnetes mathematisches Interesse besitzt, so 
möge hier nur noch die Bemerkung Platz finden, dass W„ im Allgemeinen 
negativ ist, weil die Schwerkraft ihr Maximum nicht an der Erdoberfläche, 
sondern erst in einer gewissen Tiefe erreicht. Daraus folgt, dass wenn 
k,>k, ist, im Allgemeinen auch m>m', a>n' sein muss. 
Dorpat, im November 1875. 














